﻿Nicolae Cotfas Liviu-Adrian Cotfas ELEMENTE DE ALGEBRA LINIARA N Cotfas: Tel: 074 278 4634 E-mail: ncotfas@yahoo com http://fpcm5 fizica unibuc ro/~ncotfas/ EDITURA UNIVERSITARII DIN BUCUREȘTI Pagină lăsată liberă 3 Pagină lăsată liberă 4 Pagină lăsată liberă Introducere Pe parcursul acestei cărți ne propunem să oferim o inițiere în algebra liniară celor interesați de utilizarea modelelor matematice în fizică, inginerie si economie Prezentarea unor noțiuni si rezultate referitoare la matrice, determinanți, spații vectoriale, operatori liniari si produse tensoriale este urmata de aplicatii în studiul formelor paătratice, conicelor, ecuațtiilor diferențtiale liniare, reprezentăarilor liniare ale grupurilor, reprezentarilor liniare ale algebrelor Lie si în descrierea sistemelor cuantice Introducerea unei notiuni sau prezentarea unui rezultat matematic este pregătita prin exemple adecvate In cazul unor demonstrași mai dificile ne-am limitat la analiza unui caz particular sau la prezentarea de exemple care sa scoata în evidenta ideea de bază a demonstrației Imparțirea materialului expus în itemi a permis inserarea unui număar mare de trimiteri atat la definițtii țsi teoreme cat țsi la diverse comentarii, exemple si exerciții Itemii marcati cu * pot fi ocoliȘ la o primă lectura Cartea se adreseaza în primul rând studenților de la faculrâȘle de fizică Se urmăreste familiarizarea cititorului cu convenția de sumare a lui Einstein, notația lui Dirac, operatorii Pauli, transformarea Fourier finita si cu produsul tensorial de spatii ți operatori Pentru a fi în concordanța cu terminologia din mecanica cuantica, în loc de spațiu cu produs scalar finit-dimensional se utilizeaza termenul de spațiu Hilbert In ultimul capitol al carții arâtam cum sunt utilizate în mecanica cuantica unele dintre noțiunile și rezultatele prezentate în capitolele 1-3 Consideram ca studiul sistemelor cuantice cu spațtiu Hilbert finit-dimensional, bazat ca model matematic pe algebra liniarăa, este adecvat pentru un prim contact al studențtilor cu universul fascinant al fizicii cuantice Cartea se bazeazăa pe cursurile predate de primul autor la Facultatea de Fizicaă, Universitatea din Bucuresti Notiunile rezultatele teoretice au fost amplu ilustrate de al doilea autor prin inserarea unor exercițtii țsi a unor aplicațtii bazate pe programul MATHEMATICA Bucuresti, 2015 Nicolae Cotfas Liviu-Adrian Cotfas 5 Cuprins 1 Matrice si determinanti 11 1 1 Matrice 11 1 2 Determinantă 16 1 3 Matrice diagonalizabile 27 1 4 Matrice hermitiene 30 1 5 Matrice unitare și ortogonale 32 1 6 Produs tensorial de matrice 34 2 Spatii vectoriale finit-dimensionale 39 2 1 Spații vectoriale 39 2 2 Transformari liniare 59 2 3 Dualul unui spatiu vectorial 79 2 4 Sume de spatii vectoriale 82 2 5 Produs tensorial de spatii vectoriale 88 2 6 Tensori pe un spatiu vectorial 96 3 Spatii Hilbert finit-dimensionale 103 3 1 Spatii cu produs scalar 103 3 2 Baze ortonormate 109 3 3 Dualul unui spatiu cu produs scalar 115 3 4 Frame-uri exacte 120 3 5 Spatii Hilbert 124 3 6 Multimi convexe 128 3 7 Adjunctul unui operator liniar 130 3 8 Operatori autoadjuncti (hermitieni) 134 7 8 CUPRINS 3 9 Elemente de calcul funcțional 141 3 10 Operatori pozitivi 144 3 11 Proiectori 146 3 12 Transformări unitare și ortogonale 151 3 13 Transformarea Fourier finita 159 3 14 Transformarea Fourier finita bidimensionala 169 3 15 Transformarea Fourier unitară 173 3 16 Elemente ale structurii unui spatiu Hilbert 178 3 17 Produs tensorial de spatii Hilbert 186 4 Forme pătratice 193 4 1 Definiție si exemple 193 4 2 Reducerea la forma canonica 196 5 Conice si cuadrice 203 5 1 Conice 203 5 2 Reducerea la forma canonicăa 208 5 3 Cuadrice 212 6 Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 215 6 1 Ecuatii diferentiale de ordinul întai 215 6 2 Ecuatii diferențiale liniare de ordin superior 221 6 3 Sisteme diferențiale liniare 231 7 Reprezentări liniare 241 7 1 Grupuri 241 7 2 Reprezentaări liniare 242 7 3 Reprezentăari ireductibile 245 7 4 Reprezentăari unitare țsi ortogonale 247 7 5 Grupul rotațtiilor Reprezentăari liniare 249 8 Algebre Lie 257 8 1 Algebre Lie 257 8 2 Reprezentaări liniare 264 8 3 Reprezentăari ireductibile 266 CUPRINS 9 8 4 Reprezentările algebrelor sl(2, C), su(2) și o(3) 268 9 Sisteme cuantice cu spatiu Hilbert finit-dimensional 279 9 1 Stări pure și stări mixte 279 9 2 Sisteme cuantice cu spatiu Hilbert bidimensional 285 9 3 Masuratori ideale 294 9 4 Masuratori generalizate 302 9 5 Sisteme compuse 306 9 6 Evolutia în timp a starii unui sistem cuantic 324 9 7 Versiuni finit-dimensionale ale oscilatorului armonic 335 10 Capitolul 1 Matrice și determinanți 1 1 Matrice 1 1 1 Definiție Fie K unul dintre corpurile R, C Prin matrice cu n linii și m coloane, cu elemente din K, se înțelege o aplicație de forma A : {1, 2, ,n} x {1, 2, ,m} —> K : (i, j) , descrisă uzual cu ajutorul tabloului A = aii a21 a12 • a22 • • a1m ' a2m an1 an2 ' • anm care contine valorile functiei Vom nota cu Mnxm(K) multimea tuturor matricelor cu n linii si m coloane, cu elemente din K 1 1 2 O reprezentare alternativa foarte avantajoasa este A = / al a2 a2 a2 am a2 -Âm \ an a2 ••• am J 11 12 Elemente de Algebra liniara 1 1 3 O notație standard pentru elementele matricei A este Aj, respectiv Aj, adică / A11 A21 A12 • • • A1m A22 • • • A2m , respectiv A = A11 A21 A2 ••• A2 A1 Am A2 An Am \ An1 A^ An A2 1 1 4 Suma A+B a două matrice A,B GMnxm(K) se defineste prin relația ^a11 • • a1m K : A tr A este liniara, tr(A+B) = tr A + tr B, tr(aA) = a tr A, Si ciclică, tr (AB) = tr (BA), tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB) In particular, daca S este o matrice inversabila, atunci tr (S-iAS) = tr A 1 1 20 Definiție Fiecarei matrice i se poate asocia transpusa, aii ai2 • ■ aim / aii a2i • ' ani A = a2i a22 • ■ a2m ‘A = ai2 a22 • ' an2 ani an2 ' ■ anm aim a2m ' ' anm / 1 1 21 Aplicatia Mnxm(K) —> Mmxn(K) : A ‘A este liniara, ‘(A + B) = ‘A + ‘B, ‘(aA) = a ‘A, si ‘ A p\ ‘n ‘A A\ A (AB) = BA, ( A) = A 1 1 22 Definiție AEMnxn(K) este numită matrice simetrica daca A = ‘A, adica aij = ași, oricare ar fi i,j g{1, 2, ,n} AeMnxn(K) este numită matrice antisimetrica daca A = —‘A 16 Elemente de Algebra liniara 1 1 23 Orice A GMnxn(K) este suma dintre o matrice simetrică și una antisimetrică A = -(A + A) + -(A - fA) 2y 1 2 7 1 1 24 în mod uzual, o matrice este definita ca fiind o aplicație A: {1,2, , n} x{1,2, , m} —>K, dar în anumite situații, o definiție alternativa poate fi mai avantajoasa Putem, de exemplu, defini o matrice ca fiind o aplicatie de forma A : {0,1, 2, ,n} x {0,1, 2, ,m} —> K sau A : {—n, —n+1, ,n — 1, n} x {—m, —m + 1, , m — 1, m} —> K sau A : ({0,1, ,n} x {0,1, , m}) x ({0,1, ,n} x {0,1, , m}) —> K 1 2 Determinanti 1 2 1 Definiție Prin permutare de ordinul n se înțelege o functie bijectivă s : {1, 2, ,n} —> {1, 2, ,n} descrisa în mod uzual cu ajutorul unui tabel / 1 2 ■■■ n \ S \ s(1) s(2) • • • s(n) y ’ Notam cu Sn mulțimea tuturor permutărilor de ordinul n 1 2 2 Prin signatura permutării s : {1,2, ,n} —> {1,2, £(s) = 1 G : (a, b) a * b satisfacand condicile: 1) a * (b * c) = (a * b) * c Va,b,c E G; 2) există e E G astfel încat a * e = e * a = a Va E G; 3) oricare ar fi a E G exista a' E G astfel încat a * a1 = a1 * a = e Matrice și determinanți 25 1 2 29 Mulțimea GL(n, K) = { A GMnxn(K) | det A = 0 }, înzestrata cu înmulțirea, este grup (numit grupul general liniar de ordinul n) Submultimea SL(n, K) = { A gM„x™(K) | det A = 1 } este subgrup al lui GL(n, K) (numit grupul special liniar de ordinul n) 1 2 30 Fie K unul dintre corpurile R, C si fie matricea f a11 a12 ' ' ' a1m A= a21 a22 a2m \ an1 an2 anm G ,Mnxm(K) • Prin minor de ordin k al lui A se întelege un determinant de forma ai1j1 ai2j1 ai1j2 ai2j2 ai1jk ai2jk aikj1 aik j2 aik jk unde 1 tp t t° a'n(£o) a'12(to) a21(^o) 022(^0) adică formula d / fln(i) di \ 021 (i) oi2(i) A / a'n(t) a'l2(f) a22(t) J \ a2i(t') a22^ In cazul determinantului Oll(t) Oi2(t) «21 (i) O22(t) — On(t) O22(i) — Oi2(t) O21(t), formula de derivare se poate scrie sub formele d Oll(t) Oi2(t) o'n(t) 012 (t) On(i) a'12(t) di 021 (i) O22(i) — 0'21 (t) O22 (t) + O21 (t) 0'22 (t) Oll(t) Oi2(t) o'n(i) a'12(t) Oll(t) Oi2(t) di «21 (i) O22(i) «21 (i) O22(i) + O21(f) 0'22 (t) Matrice și determinanți 27 Formulele obținute se pot generaliza ușor 1 3 Matrice diagonalizabile 1 3 1 Definiție Prin valoare proprie a unei matrice patrate AGMnxn(C) se înțelege orice soluție a ecuației det(A — XI) = 0, adica a ecuatiei aii — X ai2 • ' ain a2i a22 — X • ' a2n =0 ani an2 ' ’ ann X 1 3 2 Definiție Spunem despre o matrice AGMnxn(C) ca este diagonalizabila daca exista S EMnxn(C) inversabilă si Xi, , Xn EC astfel încat / Xi 0 0 1 3 3 A=S Deoarece I = S iS avem Xi X2 S (1 7) XI = S X2 Xn S, A i i 0 0 0 0 / / X 0 0 0 X 0 0 0 Xn / X țsi prin urmare det(A — XI) = (Xi — X)(X2 — X) ■■■ (Xn — X) Valorile proprii ale matricei diagonalizabile A sunt numerele Xi, X2, , Xn 1 3 4 Din relatia (1 7) rezultă ca, în cazul matricei diagonalizabile A, avem det A — Xi X2 Xn si tr A — Xi + X2 + +Xn 28 Elemente de Algebra liniara 1 3 5 Dacă A este diagonalizabilă, din (1 7) rezultă că Ak = S 1 / Ak 0 0 ■■■ Ak S, oricare ar fi 0 \ 0 k G{0,1, 2, } V o o An j Dacă Ai A2 An = 0, atunci A este inversabilă, A-1 = S 1 / Af1 0 0 A 0 A2 1 ■■■ 0 \ 0 0 An1 / Si S / Ak Ak = S-1 0 0 Ak oricare ar fi k G { , -2, -1, 0,1, 2, } 0 0 An / 00 1 3 6 Daca matricea (1 7) satisface condițiile A1 > 0, A2 > 0, , An > 0, atunci M = S-1 / A1 0 ■■ 0 0 VĂ2 • • 0 0 0 ■■ An / S are proprietatea M2 = A si definim VĂ = S-1 / A1 0 ■■ 0 0 VĂ-2 • • 0 k 0 0 ■■ An ) In general, matricea M cu proprietatea M A nu este unicăa De exemplu, daca A1 > 0, A2 > 0, atunci Matrice și determinanți 29 Ai O A / y/% 0 V / —VAT 0 A2 O A2 ) \ O //A2 y y O /X2 J ( /X1 O A2 / -/X1 O A2 y O — /A 2 y y O — /A2 y 1 3 7 Utilizând relația k 00 k 2 ~ v—■\ Z Z Z e = E k! =1+1! + 2! + ••• , k=0 adevăratâ oricare ar fi z G C, se poate arâta câ k=0 1 Ak = S 1 k! ( Ak Z-/k=0 k! : S = s 1 , k An k=0 k! / eĂ1 O O S eĂn / O O 1 3 8 Definiție Exponențiala matricei diagonalizabile O ■■■ O A A2 ■■■ O O ■■■ Xn ) este matricea A = S' i O S O OC 1 eA = V 1 Ak = S 1 k! k=0 / eĂ1 O O O eĂ2 O O O eĂn A S / 1 3 9 Daca A este diagonalizabilă, /Ai ■■■ O A A = S 1 S, \ O ■■■ An ) Si t este un parametru real, atunci /Ait ■■■ O A tA = s 1 S, O ■■■ Ant J etA S-i / eĂ1 * • • • eXnt J O O A S 30 Elemente de Algebra liniara și / AieĂ1t d tA c—1 • dte =S • 0 0 • S A eXnt ) { Ai = S—1 • 0 0 \ / eX1t • SS—1 • An / \ 0 0 • S = A etA eXnt / 1 3 10 Dacă matricea (1 • 7) satisface condițiile A1 > 0, A2 > 0, • • • , An > 0, atunci / M = S—1 ln A1 0 ■■ • 0 0 In A2 •• • 0 0 0 ■■ • ln An S / are proprietatea eM = A si definim / In A = S—1 ln A1 0 •• •0 0 ln A2 • • •0 0 0 •• • ln A S / n 1 3 11 In general, daca f : J —> R este o functie si matricea (1-7) satisface conditia A1, A2,An G J, atunci putem defini matricea f (A) = S—1 / f (A1) 0 0 ■■■ 0 f (A2) ••• 0 S 0 0 ••• f(An) / 1 4 Matrice hermitiene 1 4 1 Definiție• Adjuncta (conjugata transpusei) matricei Matrice și determinanți 31 este matricea / a11 a12 a21 a22 \ an1 an2 A* = *A = a1m a2m anm / a11 a21 aa12 aa22 \ a1m a2m G Mnxm (C) aan1 an2 anm A = / / 1 4 2 Adjuncta unei matrice cu elemente reale este transpusa A* = f'A, oricare ar fi A tMn/m(R) 1 4 3 Aplicația Mnxm(K) —> Mmxn(K) : A A* este conjugat liniara (A + B)* = A* + B*, (aA)* = a A*, si (AB)* = B* A*, (A*)* = A 1 4 4 Definiție O matrice hermitiana (autoadjunctă) este o matrice pătrata a11 A = an1 a1n ann G Mnxn(C) care coincide cu adjuncta ei (A* = A), adica satisface relația / aij = aji, Vi, j G {1,2, ,n} Matricea A este numita antihermitiana daca A* = -A 1 4 5 Orice matrice A este suma dintre o matrice hermitiana si una antihermitiană, A = |(A + A*) + |(A - A*) 1 4 6 Matricele Pauli (pag 14-17) sunt hermitiene si pentru orice matrice hermitiană AGM2x2(C) există ao,a1,a2,a3 GR, unic determinate, astfel încat 32 Elemente de Algebra liniara A = 2 (aoI + O1CT1 + «2^2 + «3^3) Aceasta relație se poate scrie sub forma A = 2 («oI + a • a) utilizand notatiile a = (aba2 ,«3) si a = (ai,a2,a:i) în particular, avem tr A = a0 1 4 7 Orice matrice hermitiană este diagonalizabilă (a se vedea pag 137-12) 1 5 Matrice unitare si ortogonale 1 5 1 Propoziție Daca A E Mnxn(C), atunci relațiile AA* = I, A* A = I, A-1 = A* sunt echivalente Demonstrație Dacă A A* = I, atunci A este inversabila, A A* = I det A det A* = detI = 1 det A = 0 si înmultind relatia A A* = I la stânga cu A-1 obfinem A-1 = A* Similar, daca A* A = I , atunci A este inversabilaă, A* A = I detA* detA = detI = 1 detA = 0 si înmultind relația A A* = I la dreapta cu A-1 obtinem A-1 = A* Evident, relația A-1 = A* implică celelalte doua relații 1 5 2 Definiție O matrice AGMnxn(C) este numită matrice unitara dacă A* A = I (conditie echivalentă cu A-1 = A* si cu A A* = I) 1 5 3 Daca A este matrice unitara, atunci |detA| = 1 într-adevar, A* A = I detA detA* = 1 |detA|2 = 1 Matrice și determinanți 33 1 5 4 Mulțimea U(n) = { AeMnxn(C) | A* A = I }, înzestrata cu înmulțirea, este grup (numit grupul unitar de ordinul n) Submulțimea SU(n) = { A G U(n) | det A = 1 } este subgrup al lui U(n) (numit grupul special unitar de ordinul n) 1 5 5 Orice matrice unitară este diagonalizabilă (a se vedea pag 154-9) 1 5 6 Propoziție Daca A G Mnxn(R), atunci relațiile A ‘A = I, ‘A A = I, A-1 = ‘A sunt echivalente 1 5 7 Definiție O matrice AGMnxn(R) este numită matrice ortogonala daca ‘AA = I (condiție echivalentă cu A-1 = ‘A si cu A ‘A = I) 1 5 8 Daca A este matrice ortogonală, atunci detA G {-1,1} 1 5 9 Multimea O(n) = { AGMnx„(R) | ‘AA = I }, înzestrata cu înmultirea, este grup (numit grupul ortogonal de ordinul n) Submulțtimea SO(n) = { A G O(n) | det A = 1 } este subgrup al lui O(n) (numit grupul special ortogonal de ordinul n) 34 Elemente de Algebra liniara 1 6 1 6 1 Produs tensorial de matrice Definiție (caz particular) Suma directa a matricelor / a? a3 a3 A = a3 a3 a3 \ a? a3 a3 / este matricea bloc-diagonaia b? b? / a11 a2 a3 0 0 a2 a22 a23 0 0 A ® B = a3 a32 a33 0 0 0 0 0 b11 b2 0 0 0 b2 b22 Definitia se poate usor extinde la matrice arbitrare 1 6 2 Definiție (caz particular) Produsul tensorial al matricelor / a11 a2 a3 A = a2 a22 a23 a3 a32 a33 / este bloc-matricea b J / a11B a2B a3B A ® B = a22 B a22B alB a3 B a32B a33B adica A ® B a11b11 a11b2 a^bj a3b3 a3bi a3b3 a11b2 a11b22 a2b? a3b3 a3bi a3b3 a2 b? a2 b2 a2b1 a3b3 a3b1 a3b3 a2 b2 a2 b2 a2b2 a22b22 a3b? a33b33 a3 b11 a3 b2 a3b1 a3b3 a3b? a3b3 k a3 b2 a?b2 a^b? a33b33 a33b3? a33b33 (1 8) Definiția se poate usor extinde la matrice arbitrare Produsul tensorial mai este numit produs direct sau produs Kronecker Matrice și determinanți 35 1 6 3 Exemple Avem / 1 0 0 0 I 0 CT1 = CT1 ® I = 1 0 0 0 0 \ / 0 J 1 1 0 / 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 / 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 / 1 6 4 Se arată ușor ca produsul tensorial are următoarele proprietăți (aA) 0 B = A 0 (aB) = a(A 0 B); (A + B) 0 C = A 0 C + B 0 C; A 0 (B + C) = A 0 B + A 0 C; A 0 (B 0 C) = (A 0 B) 0 C; *(A 0 B) = A 0 B 1 6 5 Exercițiu Aratati că tr (A 0 B) = (tr A)(tr B) 1 6 6 Teoremă Daca A, C G Mnxn(K) și B,D G Mmxm(K), atunci (A 0 B)(C 0 D) = AC 0 BD Demonstrație A se vedea pag 94-20 1 6 7 Daca A G Mnxn(K) si B G Mmxm(K), atunci A 0 B = (A 0 Im)(In 0 B) det(A 0 B) = (det A)m(det B)n Daca matricele A, B sunt inversabile, atunci A 0 B este inversabila si (A 0 B)-1 = A-1 0 B-1 1 6 8 Teoremă Daca matricele A, B sunt hermitiene, atunci A 0 B este hermitiana Daca matricele A, B sunt unitare, atunci A 0 B este unitara 36 Elemente de Algebra liniara Demonstrație Avem (A ® B)* = A* ® B* și (A ® B)(A ® B)* = (AA*) ® (BB*) 1 6 9 Exercițiu Fie AGMnxn(K), B GMmxm(K) și C = A ® Im+In ® B Arătați că [A ® Im, In ® B] = 0, eC = eA ® eB 1 6 10 Teoremă Daca a este valoare proprie a matricei A G Mnxn(C) si b este valoare proprie a matricei B GMmxm(C), atunci: ab este valoare proprie a matricei A ® B; a+b este valoare proprie a matricei A®I+1®B Demonstratie A se vedea pag 188-6 1 6 11 In cazul produsului tensorial este avantajoasa folosirea perechilor de indici pentru indexarea liniilor si coloanelor Utilizand prescurtarea ij = (i, j) si ordonarea lexicografica, avem {1, 2, 3} x {1, 2} = {11,12, 21, 22, 31,32} Produsul tensorial (1 8) poate fi privit ca fiind aplicatia A®B: {11,12, 21, 22, 31, 32}x{11,12, 21, 22, 31, 32} —>K, (A®B) j = A} Bj, si avem A® B = / a11 a11 a11 a12 a11 a21 a11 a22 a11 a31 a11 a32 a12 a11 a12 a12 a12 a21 a12 a22 a12 a31 a12 a32 a21 a11 a21 a12 a21 a21 a21 a22 a21 a31 a21 a32 a22 a11 a22 a12 a22 a21 a22 a22 a22 a31 a22 a32 a31 a11 a31 a12 a31 a21 a31 a22 a31 a31 a31 a32 a32 a11 a32 a12 a32 a21 a32 a22 a32 a31 a32 a32 unde = a} b{ / 1 6 12 Definiție Pentru o matrice descrisă utilizand perechi de indici T = 1 V : (x,y) x+y (adunarea), • : K x V —> V : (a, x) ax (înmultirea cu scalari) satisfacand urmatoarele axiome: 1 (x + y) + z = x + (y + z), Vx,y,z GV; 2 exista un element 0 G V astfel încat 0 + x = x + 0 = x, Vx G V; 3 oricare ar fi x GV există —x GV astfel încat x + (—x) = (—x) + x = 0; 4 x + y = y + x, Vx,y GV; 5 a(x + y) = ax + ay, Va G K, Vx,y GV; 6 (a + Ș)x = ax + Șx, Va, Ș G K, Vx GV; 7 a(Șx) = (aȘ)x, Va, Ș G K, Vx GV; 8 1x = x, Vx G V 2 1 2 Elementele spatiului V sunt numite vectori, iar cele ale lui K scalari Un spatiu vectorial peste R este numit spațiu vectorial real, iar unul peste C spațiu vectorial complex în loc de x+(—y) scriem x—y 39 40 Elemente de Algebra Liniara 2 1 3 Propoziție Dacă V este spațiu vectorial, atunci: a) ax = 0 a = 0 or x = 0; b) a(—x) = (—a)x = —ax; c) a(x — y) = ax — ay; d) (a — Ș)x = ax — Șx Demonstrație a) Avem 0x = (0 + 0)x = 0x + 0x =^ 0x = 0, a(0 + 0) = a0 + a0 =^ a0 = 0, ax = 0 a=0 x = —0 = 0 a b) 0 = a0 = a(x + (—x)) = ax + a(—x) =^ a(—x) = —ax 0 = 0x = (a + (—a))x = ax + (—a)x =^ (—a)x = —ax c) a(x — y) = a(x + (—y)) = ax + a(—y) = ax — ay d) (a — Ș)x = (a + (—Ș))x = ax + (—Ș)x = ax — Șx 2 1 4 Exemplu (R3, +, •), unde (xi,x2,xs) + (yi,y2,y3) = (xi + yi,x2 + y2,x3 + y3), a(x1 ,x2,x3) = (axi,ax2,ax3) este un spațiu vectorial real 2 1 5 Exemplu Mulțimea de matrice M2x3(R) = | ( xii xi2 [ \ x21 x22 xij G R are o structura de spațiu vectorial real definita prin xii xi2 xi3 \ yii yi2 yi3 \ t xii + yii xi2 + yi2 xi3 + yi3 x2i x22 x23 / \ y2i y22 ^23 / \ x2i + y2i x22 + y22 x23 + ^23 xii xi2 xi3 a \ x2i x22 x23 axii axi2 axi3 ax2i ax22 ax23 2 1 6 Exemplu Multimea F(R, C) a tuturor functiilor : R —> C are o structură de spatiu vectorial complex definită de ( R | f derivabilă } este un subspațiu vectorial al spațiului V = { f : R —> R | f continua } 2 1 18 Exemplu Mulțimea matricelor simetrice W = {A GM3X3(R) | A = A} este un subspatiu vectorial al spatiului M3x3(R) = \ A = a11 a21 a31 a12 a22 a32 a13 a23 a33 Oij G R al tuturor matricelor cu trei linii si trei coloane Spații vectoriale finit-dimensionale 43 2 1 19 Propoziție Daca V este spațiu vectorial peste K și {vi,v2, , vn} C V, atunci span {vi, V2, , vn} d=f { aivi+a2v2 + + anvn | oi, a2, ,an G K } este subspatiu vectorial al lui V, numit subspațiul generat de {vi,v2, , vn} Demonstrație Avem A(aivi + a2v2 + + anvn) + ^(^ivi + ^2 + + Șn vn) = (Aoi + ^Și)vi + (Aa2 + ^>2 + + (Aan + pȘn)vn 2 1 20 Definiție Spunem ca {vi, v2, , vn} este un sistem de generatori pentru V sau ca {vi, v2, , vn} genereaza spațiul V daca span {vi, v2, , vn} = V 2 1 21 Daca {vi, v2, , vn} este un sistem de generatori pentru V, atunci orice vector xGV se poate scrie sub forma x = aivi + a2v2 + -+ anvn 2 1 22 Exercițiu Sa se arate ca vectorii vi = (1,1) si v2 = (1, -1) formeaza un sistem de generatori pentru spatiul vectorial R2 Rezolvare Avem de aratat ca R2 = span{vi,v2}, adica R2 = {ai(1,1) + a2(1, -1) | ai,a2 G R} Evident, {ai(1,1) + a2(1, -1) | ai, a2 G R} C R2 Rămâne de aratat incluziunea inversa Fie x = (xi,x2) G R2 Aratam ca exista ai,a2 G R astfel încat x = aivi + a2v2, adică (xi,x2) = ai(1,1) + a2(1, -1), ceea ce este echivalent cu (xi, x2) = (ai + a2, ai - 02) Aceasta relatie se mai poate scrie ( ai + a2 = xi ai - a2 = x2 si conduce la xi + x2 xi - x2 ai = 2 a2 = 2 44 Elemente de Algebra Liniara 2 1 23 Exercițiu Să se arate că în R3 avem span{(1,2,3), (-1,1,0)} = span{(1,2,3), (-1,1,0), (0,3,3)} Indicație Avem (0,3,3) = (1,2,3) + (-1,1,0) 2 1 24 Propoziție Daca {v1, v2, ,vn} este un sistem de generatori pentru V astfel încât exista k E {1,2, ,n} cu Vk = Ș2 Vi, i=k atunci {v1, v2, , vn}\{vk} este sistem de generatori pentru V Demonstratie Orice vector x E V este o combinație liniara de v1, v2, , vn Dar n x = Ș2 ai Vi =^ x = Ș2 ai Vi + «fe 52 Vi = 5Z + '‘kXi)Vi• i=1 i=k i=k i=k 2 1 25 Definiție Spunem ca spațiul vectorial V este finit generat daca admite un sistem de generatori finit 2 1 26 Conventie Daca nu se mentioneaza contrariul, spatiile vectoriale considerate în continuare vor fi presupuse finit generate 2 1 27 Propoziție Următoarele doua afirmatii sunt echivalente: a) Niciunul dintre vectorii v1, v2, vn nu se poate scrie ca o combinatie liniară de ceilalti; b) relatia a1v1 + a2v2 + + anvn = 0 este posibila numai dacă a1 = a2 = • • • = an = 0, adica a1V1 + * * * + an Vn — 0 '* a1 — ' ' ' — an — 0 Demonstratie a)^b) Presupunand, de exemplu, ca relația a1v1 + • • • + anvn = 0 are loc pentru an = 0 obtinem ou a ®n-1 Vn = V1 V2 -Vn-1 an an an b)^a) Daca, de exemplu, avem Vn = ^1 v1 + 42 v2 + • • • + fin-1 Vn-1, atunci £1V1 + ^2V2 + -+ fin-1Vn-1 - Vn = 0, adică a1 = • • • = an = 0 nu este singurul caz în care a1V1 + • • • + anVn = 0 Spații vectoriale finit-dimensionale 45 2 1 28 Definiție Sistemul de vectori {vi,v2, ■ ■■,vn} este liniar independent dacă aivi + a2v2 + + anVn = 0 =^ ai = a2 = • • • = an = 0 2 1 29 în cazul unui sistem de vectori liniar independenți niciunul dintre vectori nu se poate scrie ca o combinatie liniară de ceilalti vectori 2 1 30 Exercițiu Sa se arate ca vectorii vi = (1, 2) si v2 = (—1,3) din R2 sunt liniar independenti Rezolvare Fie aivi + a2v2 = 0, adica ai(1,2) + a2(—1,3) = (0,0) (ai, 2ai) + (—a2,3a2) = (0,0) (ai — a2,2ai + 3a2) = (0,0) Ultima relatie este echivalenta cu sistemul ai — a2 = 0 î 2ai + 3a2 = 0 care conduce la ai = a2 = 0 2 1 31 Exercițiu Un sistem de vectori liniar independenti nu poate contine vectorul nul Rezolvare Daca vn = 0, atunci 0vi + 0v2 + • • • + 0vn-i + 1vn = 0 2 1 32 Orice subsistem al unui sistem de vectori liniar independenti este un sistem de vectori liniar independenti 2 1 33 Propoziție Daca {vi, ■■■, vn} este un sistem de vectori astfel încât niciunul dintre ei nu este combinație liniara de cei scrisi în fața lui, atunci {vi,v2, ■■■,vn} este un sistem de vectori liniar independenti Demonstratie Fie aivi + a2V2 + + anVn = 0^ (2 4) Trebuie ca an = 0 deoarece în caz contrar ai a2 an-i Vn = Vi -V2 -Vn-i, an an an 46 Elemente de Algebra Liniara adică vn este combinație liniară de vectorii scriși în fața lui Având în vedere că 0vn = 0, relația (2 4) se mai scrie aivi + 0'2^2 + • • • + an-ivn-i = 0 La fel ca mai sus se arata ca = 0, apoi an-2 = 0, , ai = 0 2 1 34 Din orice sistem de generatori ai unui spațiu vectorial V se poate obține un sistem de generatori liniar independenți eliminand succesiv vectorii care se pot scrie ca o combinatie liniara de vectorii aflați înaintea lor Mai exact, plecam de la sistemul de generatori {v1,v2, ,vn} ți aplicam urmatoarele operatii sistemului rezultat în etapa anterioara: a) eliminăm primul vector daca acesta este nul; b) eliminăm al doilea vector daca acesta se obține din primul prin înmulțirea cu un scalar; c) eliminaăm al treilea vector dacaă acesta este combinațtie liniarăa de primii doi; d) eliminăam al patrulea vector dacăa acesta este combinațtie liniaraă de vectorii precedențti, etc 2 1 35 Exercițiu Să se obțină un sistem liniar independent plecand de la sistemul de vectori {vi , v2, v3,v4, v5} C R4, unde vi = (0,0,0,0), V2 = (1, 0,-1,1), V3 = (2, 0, -2, 2), V4 = (1,1,1,1), V5 = (2,1, 0, 2) Răspuns {v2,v4} 2 1 36 Definiție Prin baza a unui spatiu vectorial se înțelege un sistem de generatori format din vectori liniar independențti 2 1 37 Pentru a arata ca B = {vi,v2, ,vn} este baza în V avem de arătat ca: a) V = span {vi,V2, ,vra}; b) ai vi + 02 v2 + + an vn = 0 =^ ai = 02 = ■■■ = an = 0 2 1 38 Propoziție Dacă B = {vi, v2, , vn} este bază în V, atunci orice vector x GV se poate scrie în mod unic sub forma X = aivi + O2v2 + + On vn Spații vectoriale finit-dimensionale 47 (numerele ai, a2, , an se numesc coordonatele lui x în baza B) Demonstrație Deoarece B generează spațiul V exista ai, a2, , an în K astfel încat x = aivi + a2v2 + + anVn Relația aivi + a2V2 + -+ anVn = fiivi + Ș2V2 + + ȘnVn, echivalenta cu (ai — @1)v1 + (a2 — @2)v2 + ' ' ' + (an - @n)vn = 0, conduce la ai—@i = 0, a2—@2 = 0, , an—@n = 0, adică ai = @i, a2 = @2, , an = @n 2 1 39 Exercițiu Sa se arate ca B = {ei = (1,0), e2 = (0,1)} este baza în R2 Rezolvare B este sistem de generatori: oricare ar fi (xi , x2) G R2 avem (xi, x2) = (xi, 0) + (0, x2) = xi (1,0) + x2(0,1) = xiei + x2C2 B este sistem de vectori liniar independenți: aiei + a2 e2 = 0 ai(1,0) + a2 (0,1) = (0,0) (ai,a2) = (0,0) 2 1 40 Propoziție Daca V este un spațiu vectorial, M = {Vi, V2, , Vn} este un sistem de vectori liniar independenti si S = {wi,W2, , Wk } este un sistem de generatori ai lui V, atunci: a) n 1 ,Wi2 } Procesul poate fi continuat până introducem toti vectorii sistemului de vectori liniar independenti M în sistemul de generatori, ceea ce arată ca n i care conduce la ak xj = nk a ii = pk ii = ik adica xlk = Bk xj j 2 1 56 Propoziție Orice spațiu vectorial complex V are o o structura naturală de spațiu vectorial real care se poate obline prin restricția scalarilor si dimRV = 2dimCy Spații vectoriale finit-dimensionale 55 Demonstrație Fie {vi ,v2, ,vn} o bază a spațiului vectorial complex V Oricare ar fi x G V exista numerele complexe + Pii, «2 + P2i, ••• , «n+fîni astfel încat x = (ai + ^ii)vi + («2+^2i)v2 + + («n +^„i)vra Scriind aceasta relatie sub forma x = «i vi + Pi ivi + «2 v2 + P2 iv2 +-+ «n vn + Pn ivn, deducem că B = { vi, ivi, v2, iv2, , vn, ivn } este sistem de generatori pentru spatiul vectorial real V Aratam ca vectorii care formeaza sistemul B sunt liniar independenti peste R Relafia ai vi + Pi ivi + «2 v2 + P2 iv2 + + «n vn + Pn ivn = 0 se poate scrie («i +^ii)vi + («2 +^2i)v2 + -+ («n + Pn i>ra = 0 si conduce la «i + Pii = «2 + P2i = • • • = «n + fîni = 0, adică la «i = Pi = «2 = P2 = • • • = «n = Pn = 0 2 1 57 Propoziție Daca V este un spațiu vectorial real, atunci spațiul V x V = { (xi,x2) | xi, x2 G V } considerat împreună cu adunarea pe componente (xi,x2) + (yi,y2) = (xi +yi,x2 + yp și înmultirea cu numere complexe («+Pi)(xi,x2) = («xi — Px2, «x2 + Pxi) este un spatiu vectorial complex notat cu CV si dimCCV = dimRV (spatiul CV se numeste complexificatul lui V) 56 Elemente de Algebra Liniara Demonstrație Fie {vi, v2, ,vn} o bază a spațiului vectorial real V Arătăm că B = { (vi, 0), (V2, 0), (Vn, 0) } este baza a spațiului vectorial complex CV Oricare ar fi x1, x2 E V, exista numerele reale ai, a2, , an si @a @2 , , @n astfel încat Xi = ai vi + a2 v2 + + an vn, X2 = @i vi + @2 v2 + + @n vn Deoarece i(vj, 0) = (0, vj), avem (xi, X2) = (ai vi + a2 v2 + -+ an vn, 0) + (0, @i vi + @2 v2 + + @n vn) = (ai +@ii)(vi, 0) + (a2 +@2i)(v2, 0) + -+ (an + @ni)(vn, 0) Dacăa (ai +@ii)(vi, 0) + (a2 + @2i)(v2,0) + -+ (an+@ni)(vn, 0) = (0,0), atunci (ai vi + a2 v2 + -+ an vn, @i vi + @2 v2 + + @n vn) = 0 ceea ce conduce la ai = a2 = • • • = an = 0 si @i = @2 = • • • = @n = 0 2 1 58 Scriind xi +x2i în loc de (xi,x2), obtinem CV = { xi +x2i | xi, x2 EV} si înmultirea cu scalari (a+@i)(xi +x2i) = (axi — @x2) + (ax2 + @xi)i coincide formal cu înmultirea numerelor complexe 2 1 59 Definiție Prin relație de echivalența pe o multime M se întelege o submultime R C M x M cu proprietatile: 1) (x,x) ER, VxEM (reflexivitate); 2) (x,y) ER (y,x) ER (simetrie); 3) ( , V) 1 r (x z) E 'R (tpa îi '7iti vitate) o) ( ) r (x'', z) E (n anz itiv it a* t e) în loc de (x,y)ER se prefera sa se scrie xRy sau x~y Spații vectoriale finit-dimensionale 57 2 1 60 Definiție Prin partiție a unei mulțimi M se înțelege o familie {Mi}i&j de submulțimi ale lui M cu proprietățile: 1) Mi = 0, Vi G J 2) Mi n Mj = 0, Vi,j G J cu i = j 3) Uij Mi = M 2 1 61 Propoziție a) Daca ~ este o relație de echivalența pe M, atunci mulțimile distincte de forma x = { y | y ~ x } (clasa de echivalenta a lui x) formează o partitie a lui M, notata cu M/~ b) Invers, dacă {Mi}ieJ este o partitie a lui M, atunci rekifia x ~ y daca exista i G J astfel încat x,y G Mi este o relatie de echivalentă pe M Demonstrație a) Reunind toate clasele de echivalență obținem mulțimea M si avem x = 0 deoarece x G x în plus, f x ~ y x G y n z =^ W : x Ax este numita transformare liniară (sau operator liniar, aplicație liniara) daca A(ax + fiy) = aAx + fiAy, Vx, y G V, Va, fi G K 2 2 2 Utilizam notabile L(V, W) = { A : V —> W | A este transformare liniară } L(V) = { A : V —> V | A este operator liniar } 2 2 3 Exercițiu Daca A G L(V, W), atunci A0 = 0 2 2 4 Exercițiu Sa se arate ca A : R3 —> R2, A(x1, x2, x3) = (x1 + 2x2 — x3, x1 + x3) este transformare liniarăa 60 Elemente de Algebra Liniara Rezolvare Fie a, fi E K și x = (xi,x2,x3), y = (yi,y2vectori din R3 Avem A(ax + fiy) = A(a(xi,X2,X3) + fi(yi,y2, ya)) = A((axi,ax2,ax3) + (fiyi,fiy2,fiy3)) = A(axi + fiyi, ax2 + fiy2, ax 3 + fiy3) = (axi + fiyi + 2(ax2 + fiy2) - (ax3 + fiys), axi + fiyi + ax3 + fiy3) = (axi + 2ax2 - ax3, axi + ax3) + (fiyi + 2fiy2 - fiy3, fiyi + fiy3) = a(xi + 2x2 - x3, xi + x3) + fi(yi + 2y2 - y3, yi + ys) = aA(xi ,x2,x3) + fiA(yi,y2,y3) = aAx + fiAy 2 2 5 Exercițiu Să se arate că A : R3 —> R3, A(xiț x2, x3) = (x2 + x3, xi +x3, xi + x2) este operator liniar 2 2 6 Exercițiu Sa se arate ca rotatia planului de unghi a este un operator liniar Indicație Identificam planul cu spațiul vectorial R2 Expresia în coordonate a rotatiei de unghi a este Ra : R2 —> R2 : (x,y) (x',y/), unde (v Fig 2 1) Spații vectoriale finit-dimensionale 61 x' = r cos(Ș + a) = r cos Ș cos a — r sin Ș sin a = x cos a — y sin a, y' = r sin(Ș + a) = r cos Ș sin a + r sin Ș cos a = x sin a + y cos a, adică Ra(x, y) = (x cos a — y sin a, x sin a + y cos a) 2 2 7 Exercițiu Fie V = { a0x2 + a1x + a2 | a0, a1, a2 G R } spațiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult 2 Sa se arate că operatorul de derivare d d 2 \ — : V—>V, — (aox + a1x + a2) = 2aox + a1, dx dx este operator liniar 2 2 8 2 2 9 Exercițiu Compusa a două transformări liniare este transformare liniară Propoziție Daca A : V —> W este o transformare liniara, atunci ker A = { x G V | Ax = 0 } este subspațiu al lui V, numit nucleul lui A, si im A =f { Ax | x GV } este subspatiu al lui W, numit imaginea lui A Demonstratie Avem x,y G 1 =^ A(ax + Șy) = aAx + ȘAy = 0 =^ ax + Șy G ker A a, Ș G K I Daca v,w G im A, atunci exista x,y G V încat v = Ax si w = Ay Oricare ar fi a, Ș G K, avem av + Șw = aAx + ȘAy = A(ax + Șy), ceea ce arată ca av + Șw G im A 2 2 10 MATHEMATICA: Baza în ker A 2 4 6 3 6 9 In :=MatrixForm[{{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 9}}] In :=NullSpace[{{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 9}}] / 1 Out =l 2 3 Out ={{-3,0,1},{-2,1,0}} 62 Elemente de Algebra Liniara 2 2 11 Teoremă Dacă V este un spațiu vectorial finit-dimensional și A : V W o transformare liniară, atunci dim V = dim Ker A + dim Im A Demonstratie Fie B0 = {v1,v2, ,vk} o bază a subspațiului ker A, unde k = dim Ker A Acest sistem de vectori liniar independenți îl prelungim până la o bază a lui V B = {vi ,V2, ,vk ,Vk+l,Vk+2 , ,vn }, unde n = dim V Vom arata ca B' = {Avk+i,Avk+2,Avn} este o bază a subspatiului im A B' este sistem de vectori liniar independenti: Din ak+1 Avk+1 + ak+2 Avk+2 + ' ' ' + an Avn = 0 rezultăa A(ak+1 vk+1 + ak+2 vk+2 + ' ' ' + an vn) = 0, ceea ce arata că ak+1 vk+1 + ak+2 vk+2 +-+ an vn E ker A Sistemul de vectori B0 fiind o bază în ker A, rezulta că exista a1, a2,ak E K astfel încat ak+1 vk+1 + ak+2 vk+2 + ' ' ' + an vn = a1v1 + a2v2 + ' ' ' + akvk, adicăa a1v1 + a2v2 + ' ' ' + akvk — ak+1 vk+1 — ak+2 vk+2 — • • • — an vn = 0 Deoarece B este bază în V, acesta relatie este posibila doar în cazul a1 = a2 = • • • = ak = ak+1 = ak+2 = • • • = an = 0, ceea ce arată ca B' este sistem de vectori liniar independenți B' este sistem de generatori: Oricare ar fi y E im A exista x EV astfel încat y = Ax Plecand de la reprezentarea x = A1v1 + Ă2v2 + + Anvn a lui x în baza B se obtine y = Ax = A1Av1 + A2Av2 + • • • + Ak Avk + ^k+1Avk+1 + ■ ■ ■ + AnAvn = 0 + 0 + ■■■ + 0 + Ak Avk + Ak+1Avk+1 + ■ • • + AnAvn, Spații vectoriale finit-dimensionale 63 ceea ce arată că B este sistem de generatori pentru im A 2 2 12 Exercițiu Fie aplicatia liniara A : R3 —> R4, A(xi, X2, X3) = (xi + X2 + X3, X1 - X3, 2X1 + X2, X2 + 2X3) Descrieti ker A si im A indicând baze în aceste subspatii Rezolvare Avem ker A = R2, A(x1, x2) = (x1,0) Descrieti ker P si im P indicand baze în aceste subspatii 2 2 14 Propoziție Fie A : V —> W o transformare liniara a) Transformarea A este injectiva daca si numai daca Ker A = {0} b) Transformarea A este surjectiva daca si numai daca Im A = W Demonstrație a) Știm ca A0 = 0 Daca A este injectiva, atunci Ax = 0 implica x = 0 si deci Ker A = {0} Invers, daca Ker A = {0}, atunci Ax = Ay =^ Ax — Ay = 0 =^ A(x — y) = 0 =^ x — y = 0 =^ x = y b) Afirmatia rezultă din definitia subspatiului Im A 2 2 15 Exercițiu Dacă A : V —> W este o transformare liniara injectiva, atunci {v1, v2, , vn} este sistem de vectori liniar independenti în V daca si numai daca {Av1, Av2, , Avn} este sistem de vectori liniar independenti în W Rezolvare Fie {v1, v2, , vn} un sistem de vectori liniar independenti Relatia 64 Elemente de Algebra Liniara ai Avi + «2 Av2 + + an Avn = 0, care se mai poate scrie A(ai vi + «2 V2 + + an vn) = 0, conduce la relația ai Vi + «2 V2 + + an vn = 0, din care rezulta ai = a2 = = an = 0 Invers, presupunand că {Avi, Av2, , Avn} este sistem de vectori liniar independenți, relația ai Vi + «2 V2 + + an Vn = 0 implicăa ai Avi + a2 Av2 + + an Avn = 0, relatie care conduce la ai = a2 = = an = 0 2 2 16 Propoziție Inversa unei aplicații liniare bijective este o aplicație liniară Demonstrație Fie A : V —> W o aplicatie liniara bijectiva Oricare ar fi x, y E W si a,fî E K, are loc relatia ax + fîy = aA(A-ix) + fîA(A-i y) = A(aA-ix + fîA-iy) si prin urmare A i(ax + fîy) = aA ix + fîA iy 2 2 17 Definiție Prin izomorfism liniar se întelege o transformare liniara bijectiva 2 2 18 Fie A : V —> W o transformare liniara Avem A este izomorfism Ker A = {0} Im A = W 2 2 19 Definiție Spunem ca spatiile vectoriale V si W sunt izomorfe daca exista un izomorfism liniar A : V —> W 2 2 20 Teoremă Doua spații vectoriale (finit dimensionale) peste același corp K sunt izomorfe dacă si numai dacă au aceeasi dimensiune Spații vectoriale finit-dimensionale 65 Demonstrație Fie V și W spații vectoriale peste K izomorfe și fie A : V —> W un izomorfism liniar Din relatiile Ker A = {0}, Im A = W, dim V = dim Ker A + dim Im A rezulta ca dim V=dim W Invers, dacă dim V=dim W = n, alegand o baza {vi,v2, în V si o bază {wi,w2, ,wn} în W, putem defini izomorfismul A : V —> W, A(aivi + a2v2 + -+ anvn) = apwi + a2w2 + + anwn 2 2 21 Privite doar ca spatii vectoriale, spatiile izomorfe nu difera prin nimc unul fata de altul, si pot fi identificate Ele sunt doar reprezentari diferite ale aceluiasi obiect matematic îIn unele constructii sau aplicatii, anumite concretizăari ale unui spatiu vectorial pot fi mai utile decîat altele 2 2 22 Teoremă Daca V este un spațiu vectorial peste K, atunci orice baza B = {V1,V2, ,Vn } a lui V (cu ordinea vectorilor fixata) defineste izomorfismul A : V —> K", A(aivi + • • • + anvn) = (ai, • • • , an) care permite identificarea lui V cu K" Demonstrare Aplicatia A este liniară, Ker A = {0} si Im A = Kn 2 2 23 Pana la un izomorfism, R, R2, R3, sunt toate spatiile vectoriale reale finit-dimensionale, iar C, C2, C3, sunt toate spatiile vectoriale complexe finit-dimensionale posibile 2 2 24 Exercițiu Sa se arate ca aplicatia A : R^ > ^^2x2(R), l xi x2 A(xi,x2,x3,x4) = \ X3 x4 este izomorfism liniar 66 Elemente de Algebra Liniara 2 2 25 Exercițiu Să se arate că spațiile vectoriale reale C și R2 sunt izomorfe Indicație Aplicația A : C —> R2, A(x + yi) = (x,y) este un izomorfism liniar 2 2 26 Definiție Fie V si W spatii vectoriale peste acelasi corp K, Bp = {v1, v2, , vm} baza în V, Bw = {w1 ,w2, , wn} bază în W, A : V —> W transformare liniara si fie Avi = aj Wj, adica Av1 = ai w1 + aiw2 + • • • + ațwn, Av2 = a2 w1 + a2w2 + • • • + anwn, Avm = am wi + a2mw2 + -+ a^ wn Matricea A= aii a2i ai2 a222 am a2 \ an an ••• am J este numita matricea lui A în raport cu bazele Bp si Bw • 2 2 27 în cazul unei aplicatii A : V —> V alegem, în general, o singura baza 2 2 28 Orice vector x se poate reprezenta unic sub forma n x = xivi, adica x xivi i=1 si (m\m m / n \ n/m \ xi vi = xi Avi = xi aij wj = aij xi wj i=1 / i=1 i=1 \j=1 y j=1 \ i=1 / Transformarea A este complet determinata de matricea corespunzatoare 2 2 29 Utilizand notatiile i 1 2 m j 1 2 n x = x vi = x v1 + x v2 + +x vm, y = yjwj = y w1 + y w2 + +y wn, Spații vectoriale finit-dimensionale 67 relația y = Ax se poate scrie sub forma y1 y2 / a1 a21 a12 a22 a1 a2 x1 \ x2 \yn / \ an an an xm / / / 2 2 30 Exercițiu Sa se determine matricea aplicației liniare A : R2 —> R3, A(x1, x2) = (2x1 — 3x2, x1 + 2x2, x1 — x2) în raport cu bazele {v1 = (1,1), v2 = (1, —1)} în R2, {wi = (1, 0, 0), W2 = (0,1, 0), W3 = (0, 0,1)} în R3 Rezolvare Din relatiile Av1 = A(1,1) = (—1,3,0) = —1 w1 +3 w2 + 0 w3 Av2 = A(1, —1) = (5, —1,2) =5 — 1 w2 +2 w3 rezulta ca matricea căutata este / —1 5 A = 3 —1 0 2 2 2 31 Propoziție Fie A:U —> V, B: V —> W doua aplicații liniare și fie BU, By și Bw baze în spațiile vectoriale U, V și W, respectiv Matricea aplicației BA : U —> W, (BA)x = B(Ax) în raport cu bazele BU, BW este produsul dintre matricea aplicației B în raport cu bazele By, Bw si matricea aplicatiei A în raport cu bazele BU, By Demonstratie Fie BU = {u1,u2, ,un}, By = {v1, v2, , vm} si Bw = {w1,w2, ,wp} Daca m p Aui = aji Vj, Bvj y2 bkj wfc, j=i k=i 68 Elemente de Algebra Liniara atunci (BA)u = B(Aui) = B £m=i a vj = j aji Bvj = E™=i a3i EPk=i bkj wk = EPk=i foi bkjaj^ wk 2 2 32 Teoremă în cazul unei schimbări de baza, matricea unui operator liniar A : V —> V se transformă conform formulei A' = S -iAS, unde S este matricea de trecere de la baza veche la cea nouă Demonstrație Fie B = {vi, v2, , vn}, B' = aii ai {vj, v'2, ,v'n} doua baze în V, S= a2 a22 an an unde j vi = ai vj, af an • • an ~Ln / / matricea de trecere de la baza B la B' și fie / și A= aii ai a2 a2 ain an unde Avi = ai Vk, A' = ain an ann a'i /2 a'i a'2 2 a'2 a1 n n/n a 2 a n 2 a n a'nn) unde Avi = a/k v'k, / matricele lui A în raport cu bazele B și respectiv Bz Din relatiile Avi = ^aj v^ = aj Avj = aj akj vk, Avi = a'j vj = a/j Oț vk rezulta ca ajî a/j = aj aj, adica relația SA' = AS, care poate fi scrisa sub forma A' = S-iAS Spații vectoriale finit-dimensionale 69 2 2 33 Definiție Fie V un spațiu vectorial peste K și A:V—>V un operator liniar Spunem ca numarul A G K este valoare proprie a lui A daca exista un vector v = 0, numit vector propriu, astfel încat Av = Av 2 2 34 Propoziție Daca A este valoare proprie a operatorului A: V—>V, atunci Va = { xGV | Ax = Ax } este subspațiu vectorial al lui V (numit subspatiul propriu corespunzător valorii proprii A) Demonstrafie Avem x,y G Va a,Ș G K =^ A(ax + Șy) = aAx + ȘAy = aAx + ȘAy = A(ax + Șy) 2 2 35 Exercițiu Sa se afle valorile proprii ale operatorului A : R3 —> R3, A(x1, x2, x3) = (x2 + x3, x1 + x3, x1 + x2), si sa se determine subspatiile proprii corespunzatoare Rezolvare Fie A valoare proprie Rezultă ca exista x = (x1,x2,x3) = (0,0,0) încat A(x1,x2,x3) = A(x1,x2,x3), adicăa (x2 + x3, x1 + x3, x1 + x2) = (Ax1, Ax2, Ax3), ceea ce este echivalent cu faptul ca sistemul omogen {x2 + x3 = Ax1 x1 + x3 = Ax2 x1 + x2 = Ax3, adicăa | —Ax1 + x2 + x3 = 0 V un operator liniar Numărul X E K este valoare proprie a lui A daca și numai daca este rădăcina a polinomului caracteristic, adică P(X) = 0 Demonstratie Conform definiției, X E K este valoare proprie dacă și numai dacă există x = 0 cu Ax = Xx Intr-o baza fixata, acest lucru este echivalent cu faptul ca sistemul (aii — X)xi + 012X2 + • • • + ainxn = 0 0-21X1 + (a22 — X)x2 + • • • + a2raxra = 0 V un operator liniar Spunem că subspatiul WCV este subspatiu invariant daca A(W) c W, adicaă dacăa w EW =^ Aw E W 2 2 43 Propoziție Subspa^iile proprii ale unui operator liniar sunt invariante Demonstratie Fie A : V —> V un operator liniar, X o valoare proprie a lui A si fie Va subspatiul propriu corespunzator Daca w E Va, atunci Aw = Xw E Va 2 2 44 Exercițiu Arătati ca în cazul rotatei de unghi a în jurul axei Oz Ra: R3 —>R3, Ra(x,y,z) = (x cos a—y sin a, x sin a+y cos a, z) Spații vectoriale finit-dimensionale 73 Figura 2 2: Subspațiile invariante ale unei rotații în jurul lui Oz subspațiile W1 = { (0,0, z) | z G R } (axa Oz), W2 = { (x, y, 0) | x,y G R } (planul xOy) sunt subspațtii invariante (v Fig 2 2) 2 2 45 Propoziție Dacă subspațiul W C V de dimensiune m este subspa,țiu invariant al operatorului A : V —> V, atunci exista o bază B = {e1, e2, , en} în raport cu care matricea lui A are forma / aii a21 a12 • • • a22 • • • a1m a2m a1m+1 ' ' ' a2m+1 ' ' ' a1n a2n A = am1 am2 ' ' ' amm amm+1 ‘ ‘ ‘ amn 0 0 ■■■ 0 am+1,m+1 ‘ ‘ ‘ am+1,n 0 0 ■■■ 0 am+2,m+1 ' ' ' am+2,n 0 0 ■■■ 0 an,m+1 ‘ ‘ ‘ an,n / Demonstrative Baza B se poate obtine completand o baza {e1,e2} a lui W pana la o baza a lui V 2 2 46 Am aratat ca valorile proprii ale operatorului A : R3 —> R3, A(x1, x2, x3) = (x2 + x3, x1 + x3, x1 + x2), 74 Elemente de Algebra Liniara sunt Ai = A2 = -1, A3 = 2 și că subspațiile proprii corespunzătoare sunt V i = { a(1,0, -1) + ,0(0,1, -1) | a, /3 G R } si V2 = {a(1,1,1) | a G R } Matricea lui A în raport cu baza {vi = (1, 0, -1), V2 = (0, 1, -1), V3 = (1, 1, 1)} a lui R3 formată din vectori proprii ai lui A are forma diagonala -1 00 A = 0 -1 0 0 02 2 2 47 Propoziție Matricea unui operator liniar A : V —> V în raport cu o baza B este o matrice diagonala daca și numai daca B este formată doar din vectori proprii ai lui A Demonstrație Dacă B = {v1,v2, ,vn} este o baza a lui V formata din vectori proprii ai lui A Avi = AiVi (unele dintre numerele A1, A2, An putând fi egale), atunci matricea lui A în aceastăa bazăa este / A = Ai 0 0 0 0 A2 0 0 0 0 A3 0 0000 0 0 0 An J Invers, dacă matricea lui A în raport cu o baza {wi,w2, ,wn} are forma B Spații vectoriale finit-dimensionale 75 diagonală ai 0 0 0 • • 0 \ 0 a2 0 0 • • 0 A = 0 0 as 0 • •0 \ 0 0 0 0 • • • an y atunci Awi = ai Wi, oricare ar fi i E {1,2, ,n} Deoarece o bază nu poate conține vectorul nul, rezulta ca wi, w2, wn sunt vectori proprii ai lui A și ai, a2, an valorile proprii corespunzatoare 2 2 48 Exercițiu Nu exista o baza în raport cu care matricea operatorului A : R2 —> R2, A(xi, x2) = (2x1 + x2, 2x2), săa fie matrice diagonalăa Rezolvare Este suficient sa aratam ca nu există o baza a lui R2 formata din vectori proprii ai lui A în raport cu baza canonica {ei = (1,0), e2 = (0,1)}, matricea lui A este A= 21 02 Polinomul caracteristic P (A) = 2 - A 1 = (2 - A)2 0 2 A admite râdacinile Ai = A2 =2 Singura valoare proprie este A = 2 si subspațiul propriu corespunzaător este V2 = {(xi,X2) € R2 | A(X1,X2) = 2(X1,X2) } = {(xi, X2) € R2 | (2xi + X2, 2x2) = (2xi, 2x2) } = {(a, 0) | a € R} = {a(1,0) | a € R}, ceea ce arata că tofi vectorii proprii ai lui A sunt de forma a(1,0) Nu există doi vectori proprii liniar independenți care sa formeze o baza a lui R2 76 Elemente de Algebra Liniara 2 2 49 Exercițiu Rotația de unghi a a planului Ra : R2 —> R2, Ra(x,y) = (x cos a — y sin a, x sin a + y cos a), admite valori proprii numai în cazul în care a E mathbbZn 2 2 50 Studiul unui operator liniar devine mai usor de realizat prin utilizarea unei baze în raport cu care matricea lui este diagonală O astfel de baza nu exista în toate cazurile 2 2 51 Dacă exista o baza în raport cu care matricea lui A este diagonala ai 0 0 0 • • 0 \ 0 a2 0 0 • • 0 A = 0 0 as 0 • •0 \0 0 0 0 • • • an y atunci răadăacinile polinomului caracteristic ai — A 0 0 0 • •• 0 0 a2 — A 0 0 • •• 0 P (A) = 0 0 as — A 0 • •• 0 = (ai — A)(a2 — A) • • • (an — A) 0 0 0 0 • • an — A sunt ai, a2, , an, si aparțin toate lui K (numarul lor, ținand seama de multiplicități, este dimV) 2 2 52 Definiție Fie A : V —> V un operator liniar si A o valoare proprie a lui A Spunem ca A are multiplicitatea algebrică k daca este râdacina de ordinul k a polinomului caracteristic Prin multiplicitate geometrică a lui A se intelege dimensiunea subspatiului propriu Va corespunzător lui A 2 2 53 Propoziție Daca v1, vk sunt vectori proprii ai operatorului A:V—>V corespunzători la valori proprii distincte A1, , Ak, Spații vectoriale finit-dimensionale 77 Avi = XiVi, atunci {vi,v2, , vk} este sistem de vectori liniar independenți Demonstrație (cazul n = 3) Din aivi + a2v2 + «ava = 0 (2 9) rezultă A(aivi + a2v2 + aava) = 0, adică relația ai Avi + a2 Av2 + aa Ava = 0, care se mai scrie n|A|V| + O2Ă2V2 + aaAaVa = 0 (2-10) Adunând relația (2 10) cu relația (2 9) înmulțita cu (—Aa) se obține ®i(Ai — Aa)vi + (A2 — Aa)v2 = 0 (2 11) Aplicand operatorul A relației (2 11) obținem ®i(Ai — Aa)AiVi + (A2 — Aa)A2V2 = 0 (2 12) Adunand relația (2 12) cu relația (2 11) înmulțița cu (—A2) rezulța ai(Ai — Aa)(Ai — A2)vi = 0 Deoarece Ai, A2, Aa sunț disțincțe si vi = 0, rezulța ai = 0 si apoi din (2 11) obținem a2 = 0 înlocuind în (2 9) pe ai si a2 cu 0, deducem ca aa = 0 2 2 54 Din propoziția anterioara rezulța existența formei diagonale în cazul în care radăcinile polinomului caracțerisțic sunț disțincțe si țoațe aparțin corpului K pesțe care esțe consideraț V 2 2 55 Teoremă Fie V un spatiu vectorial peste K și fie A : V —> V un operator liniar Exista o bază a lui V în raport cu care matricea lui A este diagonală dacă si numai dacă toate rădăcinile polinomului caracteristic apartin lui K si pentru fiecare dintre ele multiplicitatea algebricaă este egalăa cu cea geometricăa Demonstratie (în cazul a doua râdacini Ai = A2 cu mulțiplicițațile 2 si respecțiv 3) în cazul consideraț dim V = 2+3 = 5, dimVx1 =2 si dim Va2 =3 Fie {vi, v2} baza în Vx-1 = { x G V | Ax = Aix } 78 Elemente de Algebra Liniara și {wi,w2,w3} bază în Va2 = { x G V | Ax = X2x } Este suficient să arătăm că {vi , v2, wi,w2,w3} este bază în V Fie aivi + a2v2 + a3wi + a4w2 + a5 w3 = 0 Aplicănd A obținem Ai(aivi + a2 v2) + X2 (a3wi + a4w2 + a5w3) = 0 Adunănd această relatie cu relatia (2 13) înmuiată cu (—A2), obtinem (Ai — A2)(ai vi + a2v2) = 0 (2-13) de unde ai = a2 = 0 înlocuind în (2 13), rezultă a3 = a4 = a5 = 0 2 2 56 Fiecare matrice / ai a2 ai a2 an \ an G Mnxn(K) y an an ••• an ) poate fi privită ca fiind matricea în raport cu baza canonică B = {ei = (1, 0, 0,0), 62 = (0,1, 0,0), , e,n = (0, 0, , 0,1)} a operatorului liniar / A : Kn —> Kn, A x1 \ x2 ( ai ai ■■■ an \ ( xi \ a2i a22 a2 an 2 xn an an an xn \ ai a2 ■ ■ ■ a^ / \ x / 2 2 57 Valorile proprii ai unei matrice A(K) coincid cu valorile proprii ale operatorului liniar asociat A : Kn —> Kn 2 2 58 MATHEMATICA: Eigenvalues[A], Eigenvectors[A] / 0 1 1 \ In :=MatrixForm[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] Out[i]= I 10 1 I 110 In :=Eigenvalues[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] Out = {2,-i,-i} In :=Eigenvectors[{{0,1,1}, {1,0,1}, {1,1,0}}] Out ={{i,i,i},{-i,0,i},{-i,i,0}} Spații vectoriale finit-dimensionale 79 2 2 59 O matrice AEMnxn(K) este diagonalizabila dacă operatorul liniar asociat A : Kn —> Kn este diagonalizabil 2 3 Dualul unui spatiu vectorial 2 3 1 Definiție Fie V un spatiu vectorial peste corpul K O functie p : V —> K este numita forma liniara daca p(ax + Șy) = ap(x) + Șp(y), Vx, y EV, Va, Ș E K 2 3 2 Daca B = {vi, v2, este baza în V si p: V—>K este forma liniara, atunci exista numerele pi = p(yi), unic determinate, astfel încat p(x) = pi xi, adica p(xi vi) = pixi 2 3 3 Definiție Fie V un spatiu vectorial peste K Spațiul V* = L(V,K), adica V* = { p : V —> K | p este forma liniara } considerat împreuna cu adunarea V* xV* -^V* : (p,f) p+ si înmulțirea cu scalari K x V* —> V* : (A,p) Ap, , p + f : V —> K, unde (p+f)(x) = p(x)+f (x) , Ap : V —> K, unde (Ap)(x) = Ap(x) este spatiu vectorial (numit dualul lui V) 2 3 4 Teoremă Dacă V este spațiu vectorial, atunci dim V * = dim V Demonstrație Fie B = {v1, ,vn} o baza în V Aratăm ca B* = {v1, ,vn}, unde adica vi : V —> K, f 1 for K, vi(x1v1 + x2v2 + • • • + xnvn) = xi, 80 Elemente de Algebra Liniara este bază în V* Fie ai v1 + a2v2 + • • • + anvn = 0, adică (a1v1 + a2v2 + • • • + anvn)(x) = 0, Vx G V, sau echivalent a1 v1(x) + a2v2(x) + • • • + anvn(x) =0, Vx G V Alegand x = v1 obținem a1 = 0, alegând x = v2 obținem a2 = 0, etc Daca G V*, atunci notand = ^(v*) obținem ^(x) = ^(x1v1 + x2v2 + -+ xnvn) = x1 Kn : x H- si V* —H Kn : H (^1 ^2 ^n) xn sunt izomorfisme care permit identificarea spatiilor V si V* cu Kn Avem Spații vectoriale finit-dimensionale 81 x1 2 F(x) = (^iVi)(x) = Fi xi = (F1 F2 Fn) \ Xn J 2 3 8 Teoremă Fie V spațiu vectorial peste corpul K, B = {v1, v2,vn}, B' = {v'x, v2,v'n} doua baze în V, B* = {v1 , v2, ,vn}, B1* = {v/1,v/2, ,v'n} dualele lor si S = K | f este formă liniară } și dim V** =dim V* =dim V Spațiile V si V** avănd aceeași dimensiune, pot fi identificate alegănd căte o bază în fiecare dintre ele Evident, o astfel de identificare se face într-o infinitate de feluri Arătăm că există un mod natural de a identifica pe V cu V** Relatiile (2 14) arată existenta unei periodicități în trecerea la dual 2 3 11 Teoremă Izomorfismul liniar tf : V—>V** : x tf[x], prin care x corespunde formei liniare tf[x] : V* —> K, tf[x](f) = f (x), permite o identificare naturala a lui V cu V** Demonstrație Functia tf[x] apartine spatului V** deoarece tf[x](af + fig) = (af + fig)(x) = af (x) + fi g(x) = a tf[x](f) + fi tf[x](g) Aplicatia tf : V —> V** este transformare liniară tf[ax + fiy](f) = f (ax + fiy) = af (x) + fif (y) = (atf[x] + fi tf[y])(f), oricare ar fi f EV* Transformarea tf este injectivă deoarece tf[x] = 0 tf[x](f) = 0, VfEV* > f(x) = 0, VfEV*, adică kertf = {0} Din teoremă dimensiunii rezultă relatia dim ker tf + dim im tf = dim V, care conduce la egalitatea imtf = V**, echivalentă cu surjectivitatea lui tf 2 4 Sume de spatii vectoriale 2 4 1 Propoziție Daca Q V si W2 Q V sunt subspatii vectoriale, atunci W = Wi n W2 Spații vectoriale finit-dimensionale 83 este subspatiu vectorial al lui V Demonstrație Avem x,y G W a,Ș G K x, y G Wi x,y G W2 a,Ș G K ax + Șy G Wi ax + Șy G W2 ax + Șy G W 2 4 2 în general, reuniunea a două subspatii vectoriale ale unui spațiu vectorial V nu este un subspatiu vectorial De exemplu, Wi = {(x, 0) | x G R} si W2 = {(0, y) | y G R} sunt subspatii vectoriale ale lui R2, dar W = Wi U W2 nu este subspatiu vectorial al lui R2 într-adevar, (1, 0) G W si (0,1) G W dar (1, 0) + (0,1) = (1,1) G W 2 4 3 Propoziție Dacă Wi C V si W2 C V sunt subspatii vectoriale, atunci def Wi+W2 = {wi + w2 | w1 G Wi, w2 G W2} este un subspatiu vectorial al lui V Demonstrare Avem wi + w2 G Wi + W2 1 T a(w1 + w2) + Ș(wi + w2) w'i + w2 G Wi + W2 > =^ K : ^(x) Această identificare are avantajul ca nu presupune alegerea unei baze Alegand o baza {v1,v2, ,vn} si asociind fiecarui vector x = xzVi functia x : {1, 2, ,n}—> K, x(i) = x\ obtinem identificarea V = { f: {1,2, ,n} —>K | f este functie } 2 5 2 Forma liniara x: V* —> K : ^>(x) este complet determinata de valorile luate pe baza duală {v1, v2, , vn} : v1(x) = x1, v2(x) = x2, , vn(x) = xn Astfel, reprezentarile alternative x: V* —>K si x : {1, 2, ,n}—> K ale unui vector xGV se pot obtine una din cealaltă 2 5 3 Definiție Fie V, W doua spatii vectoriale peste acelasi corp K O aplicatie $ : V * x W * —> K este numita forma biliniara daca $(a^+^^,n) = a$( K : p p(x) si y: W* —> K : 0 0(y) este forma biliniara x ® y : V* x W* —> K, Au loc relatiile (x+y)® z = x ® z + y ®z, x®(y+z) = x ® y + x ® z, (ax)®y = x®(ay) = ax ® y, (x®y)(p,0) = p(x) 0(y) Vx,y GV, Vx GV, Vx GV, Vz GW; Vy, z GW; Vy GW, Va G K 2 5 5 Definiție Utilizand identificarile V = (V*)* si W = (W*)*, produsul tensorial al spatiilor vectoriale V si W se defineste ca fiind spatiul vectorial V ® W = { $: V* x W* —> K | $ este formă biliniară } al tuturor formelor biliniare $: V* x W* —> K 2 5 6 Teoremă Fie V si W doua spații vectoriale peste același corp K Daca {v1,v2, , vn} este bază în V si {w1,w2, } este bază în W, atunci { Vi®Wj | i G {1,2, j G {1,2, } este bază în V®W, si prin urmare, dim V®W = dim V • dim W Demonstrație Daca $: V* xW* K este o forma biliniara, atunci $(p, 0) = $(p(vi)vi, 0(Wj)wj) = $(vi, Wj) p(vi) 0(Wj) = $(vi, Wj) Vi ® Wj (tp, 0) oricare ar fi pGV* si 0GW*, adica avem $ = $ijvi ® Wj unde $ij = $(vi, wj) Daca numerele aij G K sunt astfel încat aij vi ® Wj = 0, adică aij vi ® Wj (p, 0) = 0 pentru orice pGV* si 0GW*, atunci alegand p = vk si 0 = w^ obtinem relatia aij vi ® Wj (vk, w^) = 0, adică aij vk(vi) we(wj) = 0 Deoarece vk(vi) = si we(Wj) = ăj, obtinem aij = 0, oricare ar fi i, j 90 Elemente de Algebra Liniara 2 5 7 O formă biliniară $:V* xW* —> K este complet determinată de numerele $ij = $(v* ,wj), adică de funcția $ : {1, 2, ,n} x {1, 2, ,m} —> K, $(i, j) = $ij Deoarece vz (x) = xz si wj (y) = yj, formei biliniare x ® y : V* x W* —> K, (x®y)(^>, = ^>(x) ^(y) îi corespunde functia x ® y : {1,2, ,n} x {1,2, , m} —> K, (x®y)(i, j) = xl yj, adica funcția x ® y : {1,2, ,n} x {1,2, , m} —> K, (x®y)(i,j) = x(i) y(j), sți are loc relațtia (x ® y)j = x1 yj 2 5 8 Utilizand identificarile V= { f: {1,2, , n} —>K | f este functie }, W = { g: {1,2, , m} —>K | g este functie }, produsul tensorial al spatiilor V si W se defineste ca fiind spatiul vectorial V®W = { $ : {1,2, , n} x {1,2, , m} —> K | $ este functie } al tuturor functiilor de forma $ : {1, 2, , n} x {1, 2, , m} —> K 2 5 9 în unele aplicatii în mecanica cuantica se preferă pentru baze indexările {vo,vi, ,vn i}, {w0,w1, } care conduc la identificarile V= { f: {0,1, , n — 1} —>K | f este functie }, W= {g: {0,1, , m — 1} —>K | g este functie }, țsi prin urmare la VW = { $:{0,1, ,n — 1} x {0,1, , m —1} —>K | $ este functie } Spații vectoriale finit-dimensionale 91 2 5 10 Dacă representăm spațiile V și W ca spații de polinoame V = {ao+&1X + • • •+ara iXn 1 | ao, ai,ara i GK }, W = {Ș0+Ș1Y+• • •+■ | Ș0, Ș1,Șm 1 GK }, atunci produsul lor tensorial este spațiul vectorial )n 1 m 1 ^212 yh x iyj i=0 j=0 Yij G K al polinoamelor de grad cel mult n-1 în raport cu X si m-1 în raport cu Y în aceast caz, produsul tensorial a doi vectori (a0 + a1X + • • • + an 1Xn 1) Y (Ș0 + Ș1Y + • • • + Șm 1Ym 1) este produsul uzual (a0 + a1X + • • • + an 1Xn 1)(Ș0 + Ș1Y + • • • + Șm 1Ym 1) al celor doua polinoame Sistemele {1, X,Xn 1} si {1,Y, ,Ym 1} sunt baze în V si W, iar { XiYj | i g{0,1, ,n -1}, j G{0,1, ,m-1} } este bază în V Y W 2 5 11 în VYW exista elemente care nu sunt de forma x Y y De exemplu, în cazul V = W = C2, elementul V1 YV2 +V2 YV1 cu V1 = (1,0), V2 = (0, 1), apartine spatului C2 YC2, dar nu exista x = av1 + Șv2 y = yv1 + $v2 cu v1 Yv2+v2 Y v1 = xYy, deoarece a, Ș, y, S ar trebui sa satisfacă relatiile contradictorii aY = 0 = ȘS, aS = 1 = Șy 2 5 12* Definiție Spunem ca $ GVYW este separabil (unentangled, în engleza) daca exista xGV si yGW astfel încat $ = x Y y în cazul opus, spunem ca $ este neseparabil (entangled, în engleza) 92 Elemente de Algebra Liniara 2 5 13 Alegand o baza {v1, v2, • ••, vn} în V si o baza {w1, w2, •••, wm} în W, produsul tensorial V ® W se poate descrie ca fiind format din toate combinațiile liniare $ $ijvi ® Wj cu $ij G K Deoarece $ se mai poate scrie $ = $ij vi) ® wj = vi ® (^2 $ij wj) j i i j rezultă ca orice element din V ® W este o suma de elemente separabile V ® W = =^ x ® y = x‘ yj vi ® w,, y = yj wj J J matricea asociată produsului x ® y este matricea de rangul 1 12 x1 y2 x2y2 X1ym 5 x2ym x1 y1 2 1 x2y1 \ xn y1 xny2 xnym / Pe de altă parte, orice matrice de rangul 1 are această formă ( v pag 50-47) Un element $ este separabil daca si numai dacă matricea $ are rangul 1 2 5 15 Matricea $ asociata unui element $ GV ® W depinde de bazele alese, dar rang $ este independent de aceastăa alegere în cazul în care este mai mare decat 1, numarul întreg / $11 $1m \ rang $ = rang $n1 $nm / Spații vectoriale finit-dimensionale 93 numit rangul Schmidt, este o măsură a gradului de inseparabilitate al lui $ = $j Vi 0 Wj El are o utilizare limitata deoarece rang:Mnxm(K) —>N nu este funcție continua 2 5 16 Fiecare baza {vi, v2, ,vn} a unui spatiu vectorial V (cu vectorii într-o ordine fixata) defineste o reprezentare matriceală pentru elementele lui V / 12 n x = x vi + x v2 +-+ x vn xi x2 x2 ■■■ xn) x = xn / în cazul produsului tensorial V 0 W, alegand ordinea lexicografica vi 0W1,vi 0 W2, vi 0wm,v2 0 Wi,v2 0W2, v2 0 Wm, ,Un 0 Wm pentru elementele bazei, putem asocia lui $ = $iivi 0wi + + $imvi 0 wm + $2iv2 0Wi + -+ $nmvn 0Wm matricea coloanaă $ = $i2 $im $2i $22 $2m $ni $n2 $nm) Matricea lui x 0 y este produsul tensorial al matricelor corespunzatoare lui x si y De exemplu, în reprezentare matriceala, relatia (xivi +x2v2) 0 (yiwi +y2w2) = xiyivi 0 wi + xiy2vi 0 w2 + x2yiv2 0 wi + x2y2v2 0 w2 devine xiyi i2 xiy2 2 i x2yi x2y2 2 5 17 Am prezentat două reprezentări matriceale pentru elementele lui V 0 W De exemplu, $ = $iivi 0 wi + $i2vi 0 w2 + $2iv2 0 wi + $22v2 0 w2 admite reprezentăarile matriceale $= $ii $i2 $2i $22 și $= $ii $i2 $2i $22 94 Elemente de Algebra Liniara 2 5 18 Definiție Fie A: V—și B: W—>W doi operatori liniari Deoarece orice element $ GV ® W este suma de elemente de forma x ® y, relația (A®B) (x0y) = (Ax)®(By) defineste operatorul liniar A®B : V ® W —> V®W, (A ® B ^2 Xi ® yi = ^2(Axj)® (Byi), i i numit produsul tensorial al operatorilor A si B 2 5 19 Din relatia ((A®B)(x ® y))(^>, f) = ((Ax) ® (By))(ip, f) = ^>(Ax) f (By) = (x ® y)(^oA, f oB) rezulta ca ((A ® B )$)(^>, f) = $(^> o A,f oB), oricare ar fi $ ^2i xi ® yi G V ® W 2 5 20 Propoziție Dacă A, C gL(V) și B,D gL(W), atunci (A ® B)(C ® D) = (AC) ® (BD) Demonstrație Egalitatea are loc pentru orice vector de forma x ® y din V ® W (A ® B)(C ® D)(x ® y) = (A ® B) (Cx) ® (Dy) = (ACx) ® (BDy) = (AC) ® (BD)(x ® y) 2 5 21 Fie {v1, v2, , vn} baza în V si {w1 ,w2, ,wm} baza în W Matricea operatorului liniar T : V ® W —> V ® W este T = 1 ) A B3 Q 1 • 11 ■ ( A ă® B ) ^3 Q 1 • f® Q 11 ■ ( AB )( vk ® w£) — ( Avk) ® (b w£) — Ak B£ vi ® w3 — ( A ® B )vz ® w3, unde ( A ® b)i3 — Ai B3 (a B )ke = Ak Be 2 5 23 Daca A gL(V) și B gL(W), din relatia (A®B)£ = (A® B )($k^vk ®wi) = $k^(Avk )®(Bw K, x(v) = V(x), obtinem un izomorfism V —> (V*)* care permite identificarea lui V cu (V*)* De aceea, plecand de la definiția Spații vectoriale finit-dimensionale 97 V 0 V = { T: V * xV * —> K | T este formă biliniară }, obținem V 0 V * = { T: V * xV —> K | T este formă biliniară }, V*0V* = { T:VxV —> K | T este formă biliniară } 2 6 3 2 6 4 Fiecăre element TGV 0 V ădmite reprezentările T = Tij ei 0 ej = Tk e'k 0 e'e cu si ăvem Tij = T (ei,ej), Tk = T (e/k ,e'£), T,k£ = Pk P^ Tij Fiecăre element TGV 0 V* ădmite reprezentările Ti = T (ei ,e3), T 'k = T (e'k ,e't), T = Tj ei ■ ej = Te'k 0 e'£ Si ăvem cu T/ke = Pk o> Tj Fiecăre element TGV* 0 V* ădmite reprezentările Tij = T (ei, ej ), T lk£ = T (ek ,ek), T = Tij ei 0 ej = T'kt e'k 0 e* cu si ăvem T' k = akaj Tij ■ Definiție Un tensor de tip (p, q), ădică de p ori contrăvăriănt si q ori covăriănt, pe un spătiu vectoriăl V este un obiect mătemătic T descris în fiecăre băză ă lui V de (dim V)p+q coordonăte T i1i2 -ip căre lă o schimbăre de băză (2 16) se trănsformă conform relătiei rpli1i2 -ip nil pi2 pip mi nU2 k1k2 -kp 1 j1j2-jq = Pki Pk2 Pkp j aj2 ' ' ' ajq Tm1m2-mq ■ 2 6 5 Un tensor este complet determinăt de coordonătele lui într-o băză fixătă Dăcă se cunosc coordonătele unui tensor într-o băză, ătunci pot fi călculăte coordonătele lui în oricăre ăltă băză 98 Elemente de Algebra Liniara 2 6 6 Exemple Elementele lui V sunt tensori de tipul (1,0) Elementele lui V* sunt tensori de tipul (0,1) Elementele lui V O V sunt tensori de tipul (2,0) Elementele lui V O V* sunt tensori de tipul (1,1) Elementele lui V* ® V* sunt tensori de tipul (0,2) Numerele din K pot fi privite ca tensori de tip (0,0) 2 6 7 Exercițiu Obiectul matematic ale carui coordonatele în orice baza sunt {1 daca i — j, 0 daca i — j este un tensor de tipul (1, 1) Rezolvare Avorn T— O — P’ ak — Pi amO' Pi amTk nezolvaie Avem i j — Oj — Pkaj — Pkaj om — Pkaj -J-m 2 6 8 Propoziție Orice operator liniar A : V —> V este un tensor de tipul (1,1) Coordonatele lui A într-o baza B — {ei, e2, , en} sunt coeficienții din dezvoltarea Aei — Aj ej Demonstrație Din Ae’ — A'j ej obținem relația A(ak ek) — A'ja]em, care poate fi scrisa sub forma ak Aek — a] A/j em ci /'‘TAM d 11 f'L lo Cvk C - A/j C QtliPQ Cvk Aj DDM Q POdt Q formula si conduce la a^ ^~k e^rn — aj ’ em,, adica a^ A k — a j aa ’ ^vin acesta lormma obtinem relatia P] ak A] — P] a] A'j, echivalenta cu A S — P] ak A], deoarece P]a] A'j — A'j — A'j 2 6 9 Teoremă Orice aplicafie (p+q)-liniara T : V* x V* x ■■■ x V* x V x V x • • • x > K p ori q ori este un tensor de tipul (p, q) ale cărui coordonate în baza {e1, e2, , en} sunt TiSC — T (e’1 en e- ,ej, ,ej, , ,ej,) Spații vectoriale finit-dimensionale 99 Mai mult, orice tensor de tipul (p, q) corespunde unei aplicații (p+q)-liniare și numai uneia Demonstrare (în cazul particular p = q = 1) Avem T t T (e , eC) T (Pi e , E: ej) Pi E: T (e , ej) Pi E: T j • Invers, utilizând coordonatele T' într-o baza fixată, putem defini aplicația biliniara T : V* x V —> K, T(p,x) = T(p' e', xj ej) = Tj p' xj, independent de baza aleasăa T(pk e'k, x ek) = Tfk p'k x = ' a Tba cdk P' $ xj = sa ăb t Pi x = T Pi xj 2 6 10 Propoziție (Suma a doi tensori) Daca Ajsi sunt coordonatele a doi tensori A si B J1J2 ■■■Jq 3 J1j2 -jq s de tip (p, q), atunci Ti ''■■■'p a'1'2■ ■■'p 1 jniii'^ip 1j1 ^'■■■jq = Aj1j2■■■jq + Bj1j2■■■jq sunt coordonatele unui tensor de tip (p,q), notat cu A + B, adica (^ ^ R)i1i2■■■i^ — Aili'—ip , Ri1'2■■■ip ( + )3132■■■3q = A3132■■■3q + B3132■■■3q' Demonstra tie (cazul p = q = 1) Avem r-fU' Al' 1 d/' oi „m Ak 1 oi „m nk oi „m ( Ak nk \ oi „m r-nk T j A j + B j Pk aj Am + Pk aj Bm Pk aj (Am + Bm) Pk aj Tm' 2 6 11 Propoziție (înmulțirea unui tensor cu un scalar) Daca X E K și Apfpj sunt coordonatele unui tensor A de tip (p, q), atunci T'l''■■■'p xAili2 -ip sunt coordonatele unui tensor de tip (p,q), notat cu XA, adică (XA) il ''■■■ip jlh^jq = XA3132■■■3q' Demonstratie (cazul p = q = 1) Avem Trlj = XAl'lj = XPk am Am = Pk am Tm 2 6 12 Propoziție ( Produsul tensorial a doi tensori, într-un caz particular) Dacă Ajk sunt coordonatele unui tensor A de tip (1,2) si Blm sunt coordonatele unui tensor B de tip (1,1), atunci 100 Elemente de Algebra Liniara Til Ai bI T jkm Ajk ' Bm sunt coordonatele unui tensor de tip (2,3), notat cu A ® B, adică (A ® B jm = Aj • Blm Demonstrație Avem ■(■'îl /|/i d/1 oi „,b c a a ol s ijr oi ol b c s -rar T jkm A jk ' B m Pa aj ak Abc pr am Bs Pa pr aj ak am Tbcs Generalizarea definiției produsului tensorial este imediată 2 6 13 Produsul x ® f dintre un vector x E V si o 1-formă f E V* are coordonatele (x ® F)j = xi Fj, iar produsul tensorial x ® y a doi vectori coordonatele (x ® y)ij = xi yj 2 6 14 Propoziție (Contractia unui tensor, într-un caz particular) Fie Aljlm coordonatele unui tensor A de tip (2,3) Numerele n Tj Aij km = kim i=1 sunt coordonatele unui tensor de tip (1,2), obținut prin contractia lui A în raport cu primul indice de contravarianta și al doilea indice de covariantă Demonstratie Avem = ^n A'ij km i=1 kim V" pi pjrvcrvdrvr Aab i^n pi „,d\ pEy^r Aab țd pj ^c r Aab Z-oi=1 papb akai amAcdr i=1 paai ) pb akamAcdr ®apb akamAcdr — pj ac ar [ zd Aab \ pj ac ar l^n Aab \ pj ac ar Tb pb akam \Pa Acdr) pb akam\Zoa=1 Acar) pb akamT cr ■ 2 6 15 Operația de contracție se poate face în raport cu orice pereche de indici formata dintr-un indice superior si un indice inferior 2 6 16 Exercițiu Sa se arate ca daca x E V si F E V*, atunci numarul Y = xi Fi este un tensor de tip (0,0), numit scalar Spații vectoriale finit-dimensionale 101 Rezolvare Numărul 7 se obține prin contracție din x®și nu depinde de baza aleasă n n 7' ^2 x>i^i = 12 $aixj= 6j xjx = Y- i=1 i=1 102 Capitolul 3 Spații Hilbert finit-dimensionale 3 1 Spații cu produs scalar 3 1 1 Definiție Fie H un spațiu vectorial real (un spațiu vectorial peste R) Un produs scalar pe H este o aplicație (,) : H xH -+ R care satisface urmatoarele trei conditii: a) (x,ay + fîz) = a(x,y) + fl(x,z), ^x,y,zEH si Va, ȘER; b) (x,y) = (y,x), Vx,y EH; c) (x, x) > 0, Vx E H si (x, x) =0 x = 0 3 1 2 Exemplu Relatia n ((xi, ,x„), (yi, ,yn)} = xi yi +-+ xn yn xk yk k=i defineste un produs scalar pe spatiul Rn, oricare ar fi n E{1,2,3, } 3 1 3 Definiție Fie H un spatiu vectorial complex (un spatiu vectorial peste C) Un produs scalar pe H este o aplicatie (,) : H xH -^ C care satisface urmatoarele trei conditii: 103 104 Elemente de Algebra Liniara a) (x,ay + Șz) = a(x,y) + Ș(x,z), Vx,y,z GH și Va, GC; b) (x,y) = (y,x), Vx,y gH; c) (x, x) > 0, Vx G H și (x,x) =0 x = 0 3 1 4 Exemplu Relația n ((xi , ,xn), (yi, ,y„)} = xi yi + + xn yn xk yk k=i definește un produs scalar pe spațiul Cn, oricare ar fi n G {1,2,3, 3 1 5 în cazul unui spațiu vectorial complex cu produs scalar (ax + Șy, z) = (z, ax + Șy) = a (z,x) + Ș (z, y) = a(x, z) + Ș(y, z) 3 1 6 Definiție Spunem despre doi vectori că sunt coliniari daca unul dintre ei se poate obtine înmultindu-l pe celalalt cu un scalar 3 1 7 Teoremă (Cauchy-Schwarz) a) Daca (,):HxH—>K este produs scalar, atunci |(x,y)|2 0, VX G K, adicăa (x, x) + X(y, x) + X(x, y) + XĂ(y, y) > 0, VX G K Alegand X = |2 > 0 {x,x) (y,y) (y,y) 1 (y,y) >0, Spații Hilbert finit-dimensionale 105 adică {x,x) {y,y} > | {x, y) |2 b) Dacă x = ay, atunci \(ay,y)\2 = (ay,ay) {y,y}, adică | y\ (y,y)y/ =0 x y x x — x y (y,y) y 3 1 8 Definiție Fie H un spațiu vectorial peste corpul K Prin norma pe H se înȘelege o aplicaȘie w || : H > R cu proprietare: a) || x ||> 0 oricare ar fi x GH si ||x ||= 0 K este produs scalar, atunci ||-|| : H > R, ||x|| = V {x,x} este norma (numita norma asociată produsului scalar) Demonstrație Avem ||x|| = a/{x, x) > 0 si ||x|| =0 x = 0; ||ax|| = y/{ax, ax} = a/aa {x,x} = |a| ||x||; ||x + y||2 = {x + y, x + y} = {x, x) + {x, y} + {y, x) + {y, y} = ||x||2 +2Re {x,y} + ||y||2 | R cu proprietatile: a) d(x, y) > 0 oricare ar fi x, y G M si d(x, y) = 0 x = y; b) d(x, y) = d(y, x), oricare ar fi x, y G M; c) d(x,y) K este produs scalar, atunci d : HxH—> R, d(x,y) = ||x—y|| = \/ (x—y, x—y) este distanță Demonstrație Avem Spații Hilbert finit-dimensionale 109 d(x,y) =|| x—y ||> 0 și d(x,y) = 0 o || x—y ||=0 o x-y = 0 o x = y; d{x,y) =|| x — y ||=|| (—1)(y — x) ||= | — 1| || y — x ||=|| y — x ||= d(y,x); d(x,y) =|| x—y ||=|| x — z+z—y || | Out =( Spații Hilbert finit-dimensionale 111 3 2 9 Propoziție Orice sistem ortogonal de vectori nenuli este liniar independent Demonstrație Fie {vi, v2, ,vk} un sistem ortogonal de vectori nenuli Dacă aivi + a2v2 + + ak vk = 0, atunci 0 = (vi,aivi + a2V2 + + akvk) = ai(vi,vi) + a2(vi,v2) + + ak(vi,vk) = ai ||vi||2 Deoarece vi =0, obținem ai =0 Similar, se poate deduce că a2 = 0, , ak = 0 3 2 10 Propoziție Proiectia ortogonală a lui x pe w = 0 este Pw x = (w, x} (w, w) Demonstrație Proiectia ortogonala a lui x pe w este un vector de forma Aw Impunând conditia (x — Aw) ± w, obtinem relatia (w, x — Aw) = 0 care conduce la A = (w,x)/{w,w) (v Fig 3 4) 3 2 11 Dacă ||w|| = 1, atunci proiectia lui x pe w este vectorul Pwx = (w,x) w 3 2 12 Proiectia ortogonala a vectorului x = (1,2,3) pe w = (1,1,1) este P, s (1 2 3) 1 ,wi) W1 -W-— W2 (W2,W2) 2 (wn-1,un) (wn-1,wn-1) Wn-1, este un sistem ortonormat astfel încât span {w1, w2, , wk} = span {u1, u2, , uk} oricare ar fi k G{1,2, ,n} Demonstrație Avem / \ / (w1,U2) \ , (U2,w1) , (w2,wi) = e2 = este bază orto- normată în R2 și să se scrie vectorul x = (2,3) ca o combinație liniară de e'1 si ez2 Rezolvare Avem (el , el) = {ef2 ,ef2) = 1, (el ,e2) = (e2 ,e1) = 0 si x = (el, x)e1 + (e/2,x)e/2 = -2e1 - -2 4 3 2 23*1 Definiție în spațiul Cd, considerat cu produsul scalar standard, despre două baze {vi,v2, ,vd} si {wi,W2, ,Wd} spunem că sunt complementare (unbiased,in engleză) dacă \(vj,wk)| —7=, oricare ar fi j,k G {1, 2, ,d} Vd 3 2 24* în C2, oricare două dintre bazele ortonormate Bo = {(1, 0), (0,1,)} , Bl = {-2(1-'-2 (1 1)} • B = { -(1 « -(1 i)} sunt baze complementare 3 2 25* în C3, oricare două dintre bazele ortonormate Bo = {(1, 0, 0), (0,1, 0), (0, 0,1)} , Bi = {-s B4 = {2(1, -i, -1, -i), 2(1, -i, 1, i), 2(1, i, -1, i), 2(1, i, 1, "9} sunt baze complementare 3 2 27 Propoziție Fie H un spațiu cu produs scalar și M c H o submulțime Mulțimea tuturor vectorilor ortogonali pe M M± = { x G V | x ± u, Vu G M} este un subspatiu vectorial Demonstrare Oricare ar fi x G M, avem =^ (u, ax + ^y) = a(u, x) + ^(u, y) = 0, Si prin urmare ax + Gy G M± 3 2 28 Teoremă Daca H este un spatiu cu produs scalar si K c H un subspatiu vectorial, atunci H = K®K± Demonstratie Daca x G K O K±, atunci ||x|| = ^/(x, x) = 0, si prin urmare K O K± = {0} Este suficient să arâtaam ca dim K+dim K±=dim H Pornim de la o baza ortonormata {vi, v2, , vk} a lui K si o extindem până la o bază {vi, v2, , vk, u1, u2, , un k} a lui H Din ea obtinem prin ortonormalizare o baza {v1, v2, , Vk, Vfe+i, Vk+2, , vn} în H Se poate observa imediat că {vk+1, vk+2, , vn} este baza în K± si prin urmare dim K+dim K± = dim H x, y G M± 1 a, G K J 3 3 Dualul unui spatiu cu produs scalar 3 3 1 Propoziție în cazul unui spatiu cu produs scalar H avem 116 Elemente de Algebra Liniara (x, u) = (y, u), Vu EH x=y Demonstrație Alegând u = x—y, obținem (x,x—y) = (y,x — y) =^ (x—y,x—y) =0 =^ ||x—y|| =0 =^ x = y 3 3 2 Teoremă Fie H un spațiu cu produs scalar Pentru orice forma liniara C există a EH, unic determinat, astfel încât ^>(x) = (a,x), oricare ar fi x EH Demonstrare Fie {vi,v2, ■■■,vn} o bază ortonormată Din relatia (n \ n In n x»vj ^2 xi p(vi) = \ 52 ^(v?') Vj>52 xiVi i=1 / i=1 \j=1 i=1 rezultă ca n a = ^2 ^(v?) v j=1 satisface conditia impusa, iar din propozitia precedenta, rezulta ca a este unic 3 3 3 Din unicitatea lui a rezulta că vectorul ^2?= P(vj) vj, definit utilizand o baza, nu depinde de baza aleasăa 3 3 4 în cazul unui spatiu cu produs scalar H, avem H* = { H —> C : x (a,x) | a EH } 3 3 5 Notația lui Dirac în cazul H = Cn, produsul scalar a doi vectori a = (a1,a2, ,an) si b = (b1,b2, fân) poate fi scris utilizand înmultirea matricelor sub forma / b1 \ \ b2 (a,, b^ — U1 b1 + U2 b2 + + an bn — \ a1 a2 ' ' ' an y bn Utilizand notațiile Spații Hilbert finit-dimensionale 117 (a\ — ( a1 a2 ' ' ' an ) / bi \ &2 și \b) — \ bn ) obținem o notație alternativă pentru produsul scalar (a, b) — (a\b) Pentru forma liniara Cn -^ C : x {a,x}, adica Cn -+ C : |x) (a|x), se utilizeaza notatia (a\ Aplicatia \b)(a\ : Cn -^ Cn : |x) \b){a\x) este un operator liniar cu matricea asociata \bXa\— bi b2 biai b2ai \bnJ \ bnai bi(l2 ■■■ b10,n\ ha* • • • b2an bna2 ' ' ' bnan / (a1 a2 ’ ’ ’ an) — 3 3 6 în cazul unui spatiu Hilbert oarecare H, este uneori convenabil să se utilizeze notatia \a) pentru vectorii a GH si (a\ pentru formele liniare asociate H —> C : \x) (a\x) 3 3 7 Daca B — {v1, v2, , vn} este o bază ortonormata, atunci (v pag 113-20) n x {vi,x)vi, oricare ar fi xGH i=1 Utilizand notatia lui Dirac, aceasta relatie se poate scrie n \x) — (vi\x) \vi), oricare ar fi \x) GH, i=1 sau n \x) \vi)(vi\x), oricare ar fi \x)GH (3 1) i=1 118 Elemente de Algebra Liniara Utilizând operatorul identitate I: H-^H, I|X = |x>, relatia (3 1) se poate scrie sub forma n 1 = 12lvi >(vi I- (3-2) i=1 Relația (3 2) reprezintă rezoluția identității asociata bazei B 3 3 8 Relația (3 2) corespunde, în cazul bazei canonice B = {vi = (1,0,0), V2 = (0,1,0), V3 = (0,0,1)} a lui R3, egalitătii / 100 \ / 1 \ / 0 \ / 0 \ 0 1 0 = 0 (1 0 0) + 1 (0 1 0) + 0 (0 0 1) 001 0 0 1 3 3 9 Definiția proiecției ortogonale pe un vector unitar w Pwx = (w, x) w se poate scrie sub forma Pw |x) = |w)(w|x) țsi prin urmare, Pw = |w)(w| 3 3 10 Exercițiu Dacă w este un vector unitar, atunci tr |w)(w| = 1 Soluție Daca {|v1), \v2), , \vn)} este baza ortonoirmata, atunci n n tr |w)(w| ^2 r |w)(w|vj) ^2 (w\vi ){vi\w) = (w|I |w) = (w|w) = 1 i=1 i=1 3 3 11 Dacă B = {|v1'), |v2), , [vn)} este o baza ortonormata, atunci {(v1|, (v2|, , (vn|} este duala ei deoarece (vi |vj) = ăij în particular, din (3 2) rezulta relatia n (a| ^2(a|viXvi| i=1 Spații Hilbert finit-dimensionale 119 3 3 12 Un sistem de vectori {|v1), |v2), , \vn)} este bază ortonormată dacă și numai dacă sunt îndeplinite următoarele două condiții: n ){vi\ = I i=1 3 3 13 In spațiul bidimensional a,@ G C echipat cu produsul scalar = 0102 + /?1 @2, fiecare dintre sistemele de vectori (am indicat diverse notații utilizate) ho)s|t) = (J), ii>= (0)}, ■ ' = Q |e)S|t) = 4)} este bază ortonormată Ele sunt numite baza computațională, baza diagonală și baza circulară în aplicații, unele notații pot fi mai sugestive decăt altele 3 3 14* Exercițiu Arătati că în C2, oricare două dintre bazele {|0), |1)}, {| +), | —)}, {|®}, |®)} sunt baze complementare (v pag 114-23) 3 3 15 Teoremă Matricea de trecere între două baze ortonormate este o matrice unitară Demonstrație Fie {v1, v2, vn} si {v1, v'2, } două baze ortonormate si fie ( a11 • ■ a1n ( «11 • ■ an1 S = , s = \ «n1 • ■ ann ) \ O1n • ■ ann ) matricea de trecere între ele si adjuncta ei, adică 120 Elemente de Algebra Liniara n vj = S a Vi ■ i=1 Din relația $ij = (vi’ vj ) = (Ek=1 akivk j Em=1 amjvm) = Efc=1 Em=1 akiamj (vk ,Vm) = E fe=1 E m=1 akiamj &km = 22 k=1 akiakj rezultă că S*S = I 3 3 16 în cazul unui spațiu vectorial real cu produs scalar, matricea de trecere între doua baze ortonormate este o matrice ortogonala 3 4 Frame-uri exacte 3 4 1 în R2 vectorii corespunzatori varfurilor unui triunghi echilateral w0 = (VI ’ °) ’ w1 4 - 76 ’ Tă) ’ W 4 - 76 ’ - 22) nu formeaza o baza ortonormată, dar verifica relatia remarcabila 2 1 = S \Wi 2Wi I’ i=0 adica, în scriere matriceala, ( 1 0 Vf Vî (!î 0V( -6 \ ( 1 V -616 \ ( 1 O \ 0 1) 0]\U J + 62 ; k V6 - 6 J k 76 V^J' Versorii corespunzători vectorilor wi, Ui = Ti^nrWi ’ adica vectorii (v Fig 3 5), u0 = (1î 0) ’ U1 (—2’ u2 —1, -^3) verificaă relațtia 2 1 = 3 E |uiXuib i=0 Spații Hilbert finit-dimensionale 121 Figura 3 5: Frame-ul finit u0, u1, u2 3 4 2* Definiție Fie H un spatiu d-dimensional cu produs scalar Un sistem de vectori unitari {u1,u2, ■ ■■,uk} este numit frame daca exista două constante 0 |2, oricare ar fi xGH i=1 Sistemul de vectori {u1 ,u2, ■ ■■ju^} este numit frame exact daca există 0 |2 = k j=1 j=i i=i rezultă că a = k/d Avem 7 k 7 k (vj\S\Vj ) = k ^2 (vj\ui }(ui |vj > = |^j |ui = |^j |vj = 1- i=1 i=1 Oricare ar fi j = £, au loc relațiile 2 = (vj + ve\vj +ve) = (vj + ve\S |vj + vfi = 2 + (vj |S\ve) + (v£\S\vj), 2 = (vj+ive\vj+ivr) = (vj +iv^|S |vj+iv^) = 2 + i(vj\S\vfi) — i(v^|S |vj), care conduc la (vj \S\vfi =0 3 4 4* Vom utiliza termenul de frame exact pentru a desemna orice sistem de vectori unitari {u1,u2, ,uk} care satisface rezolufia identitatii (3 3) în particular, orice baza ortonormată este un frame exact 3 4 5* Teoremă Fie H un spațiu d-dimensional cu produs scalar Daca {u1,u2, ,uk} este un frame exact, atunci |x) = d E |ui)(ui|x), (x| = d E(x|ui)(ui|, i=1 i=1 w = d i (x|«i)(ui |y) |K = d |(x|«i>|2, i=1 i=1 oricare ar fi x,y G H Demonstrative Toate rela(iile rezultă direct din (3 3) 3 4 6* Exercițiu Vectorii corespunzători varfurilor unui tetraedru regulat formează un frame exact în R3 3 4 7* Exercițiu Vectorii corespunzători varfurilor unui icosaedru regulat ±1 /I Mă ±1 ( 1 f\ă (1,T, 0), (—1,T, 0), VT+2 v ' y/T+2 v 11/ ! ±1 ±1 (t, 0, 1), / I 9 (t, 0, 1) , y/T+^ y/T+2 v 1 1 ' 1 ±1 ±1 ^^5 (0, 1,T), (0, — 1,T) VT+^ \/t+2 v 7 Spații Hilbert finit-dimensionale 123 definit utilizând ‘numărul de aur’ t = 1 5 = 1 6180339887 , formează un frame exact în R3 3 4 8* Exercițiu Vectorii corespunzatori varfirilor unui poligon regulat cu k laturi um = (cos , sin 2^) , unde m = 0,1, ,k — 1, formeaza un frame exact în R2 astfel încat k-1 1 = k |umXum| m=0 3 4 9* Exercițiu Sistemul infinit de vectori u(t) = (cos t, sin t) , unde t E [0, 2n), formează un frame exact infinit în R2 astfel încat 1 /'2n I = — dt |u(t))(u(t)| n Jo 3 4 10* Exercițiu în spațiul L2(R), sistemul infinit de vectori |z|2 °° n \z} =e 2 £ -fa \n), unde z e C, n=0 v definit utilizand o bază ortonormata {|0), |1), |2), }, formeaza un frame exact infinit astfel încat I Scriind fap) în I — I dRezdImz \z)(z\ n Jc loc de Z = (q — ip)^, relația anterioară devine = II dqdp \q,p)(q,p\ 2n JJR2 Frame-ul infinit |z)zgC , numit sistemul de stări coerente standard sau sistemul de stări coerente Schrodinger-Klauder-Glauber, joaca un rol fundamental în mecanica cuantică, optica si, în general, în modelele cuantice din fizica 124 Elemente de Algebra Liniara 3 5 Spatii Hilbert 3 5 1 Orice spațiu cu produs scalar are o structură de spațiu normat cu norma ||x|| = y/ (x,x), si o structura de spațiu metric, cu distanța definita prin relația d(x, y) = || x - y|| =/ (x - y,x-y) 3 5 2 O consecinta directa a relatiei ||u||2 = (u,u) este identitatea paralelogramului ||x + y||2 + ||x - y||2 = 2 ||x||2 + 2 ||y||2 3 5 3 Definiție Fie (xk)k>0 un sir de elemente din spațiul cu produs scalar H Spunem ca (xk)k>0 converge la a si scriem lim xk = a dacă k^ lim ||xk - a|| = 0, k^^ adica dacă oricare ar fi e> 0 exista k£ G N astfel încat ||xk - a|| k£ 3 5 4 Definiție Fie (xk)k>0 un șir de elemente din spatiul cu produs scalar H Spunem ca (xk)k>0 este șir Cauchy daca pentru orice e > 0 exista k£ G N astfel încat ||xk - x^|| k£ 3 5 5 Propoziție Orice șir convergent este un șir Cauchy Demonstrație Fie e > 0 Dacă limk^^> xk = a, atunci exista k£ G N astfel încat țsi prin urmare e ||xk-a|| k£, ||xk - x^|| = ||xk - a + a - x^|| k£ si £ > k£ 3 5 6 Definiție Un spatiu metric este complet daca orice sir Cauchy este convergent Un spatiu normat complet este numit spatiu Banach Un spatiu cu produs scalar complet este numit spatiu Hilbert Spații Hilbert finit-dimensionale 125 3 5 7 Convenție în funcție de corpul peste care este spațiul vectorial, spațiul Hilbert este un spațiu Hilbert real sau un spațiu Hilbert complex în afara de cazul în care se indica contrariul, prin spațiu Hilbert vom întelege în continuare un spațiu Hilbert complex 3 5 8 Exemple Fie nG{1,2, 3, } Spatiul Rn echipat cu produsul scalar n o este sir Cauchy sți (yk)k>o este sir Cauchy, iar din relația || x z a || I ||xk b! | N ||(xfc,yk) - (a, b)|| N ||xfc - a|| + ||yfc - b\\ rezulta ca {lim xk = a k^^ țsi lim yk = b k^^ Spații Hilbert finit-dimensionale 127 3 5 14 Dacă {vi, v2, , vn}, {wi, w2, ,wk} sunt baze ortonormate în H și K, atunci { (vi, 0), (V2, 0), (v„, 0), (0,Wi), (0,W2), , (0, Wk) } este baza ortonormată în H ® K 3 5 15 Exemple Avem C2 = C ® C, C3 = C ® C ® C, etc 3 5 16 în funcție de context, prin Cn se înțelege spatiul Hilbert Cn = { (xi ,X2 , ,xn) | X1,X2, ,x„ G C }, identificat cu spațiul matricelor linie Cn = { (xi X2 Xn) | Xi,X2, ,Xn G C }, sau spațtiul matricelor coloanaă xi > X2 Cn = = ‘(Xi X2 Xn) x1, x2, , xn G C xn / Izomorfismul Mnxm(C) Cnm : /aii • • • aim \ 3 5 17 (aii, a2i, • • • , ani, ai2, ' ' ' , an2, ' ' ' , a1m, ' ' ' , anm) \ ani anm / devine un izomorfism de spatii Hilbert daca echipam spațiul vectorial complex Mnxm(C) cu produsul scalar / / a11 • • • a1m \ / b11 • • • b1m \ i \ ani ' ' ' anm / \ bni ' ' ' bnm / adica daca utilizăm produsul scalar Hilbert-Schmidt = 5? aij bij, ij (A,B) =tr(A* B), unde A* este adjuncta (complex conjugata transpusei) lui A Spatiul Mnxm(C) devine în acest fel un spațiu Hilbert izomorf cu Cnm 3 5 18 Spatiul L(H) al tuturor operatorilor liniari A:H—>H este un spatiu Hilbert cu produsul scalar Hilbert-Schmidt (A,B) =tr(A* B), 128 Elemente de Algebra Liniara definit cu ajutorul unei baze și independent de baza aleasă Norma asociata produsului scalar este IIAII = V [0, w) definite pe un spațiu vectorial K se numesc echivalente daca exista a, fi G (0, w) astfel încât a||x||a [0, w) este echivalenta cu norma Hilbert-Schmidt (3 6) 3 6 Mulțimi convexe 3 6 1 Definiție Fie V un spatiu vectorial si M C V o submulțime Spunem ca M este mulțime convexa daca { (1-t)x+ty | t G } C M, oricare ar fi x, y G M Figura 3 6: Multime convexa si mulțime neconvexa Spații Hilbert finit-dimensionale 129 3 6 2 Definiție Fie H un spațiu Hilbert, x G V și MCU o submulțime Prin distanța de la x la M se înțelege numărul 6(x,M) = inf ||x—u|| u&M Figura 3 7: Distanța de la x la M 3 6 3* Teoremă Dacă H este un spațiu Hilbert, M CH este o mulțime convexă închisa si x G H—M, atunci exista un element unic y G M astfel încât 6(x,M) = ||x — y|| Demonstrare Fie 6 = 6(x,M) Arâtăm mai întai ca 6 > 0 Presupunand ca 6 = 0 rezulta ca pentru orice n G {1, 2, 3, } exista xn G M astfel încat ||x — xn|| xn = x Deoarece M este închisa ar rezulta ca x G M, în contradictie cu ipoteza Pentru fiecare n G {1,2,3, } alegem yn G M astfel încat 6 1 este sir Cauchy Scriind identitatea paralelogramului 2 ||x — yn||2 + 2 ||x — ym\\2 = \\yn — ym\\2 + ||2x — yn — ym\\2 sub forma 2 ||yn — ym||2 = 2 ||x — yn||2 + 2 ||x — ym||2 — 4 11 2 yn + ym obtinem caă | \yn ym\| 0, alegand N G N astfel încat 8- N m > N Spatiul Hilbert H fiind complet, exista y = limn^^> yn si y aparține mulțimii închise M Trecand la limita în relatia (3 7) obtinem ca 5 = ||x — y|| Presupunand ca exista doua elemente y,yz G M cu 5 = ||x — y|| = ||x — y/|| si folosind identitatea paralelogramului deducem relatia 452 = 2 ||x — y||2 + 2||x — y'||2 = ||y —y'||2 + ||2x — y — y'||2 = Wy — y'W2 + 4 ||x — (2y + 2y') ||2 > Wy — y'W2 + 452 din care rezulta y = y' 3 7 Adjunctul unui operator liniar 3 7 1 Teoremă Fie H, K spații Hilbert și A:H—>K un operator liniar Exista un operator liniar A*: K—>H care verifica relația (A*x,y) = (x,Ay), VxGK, yGH (3 8) și el este unic determinat Demonstratie Fie {v1, v2, , vn} o baza în H Pentru xgK fixat, aplicatia F : H—> C, ^(y) = (x,Ay) este o forma liniară Stim (v pag 116-2) ca există n n n a ^2 ^(vj) vj = ^2 vj = ^2 (Avj ,x^j j=1 j=1 j=1 astfel încat ^(y) = (a,y), Vy GH Punand A*x = a, obtinem operatorul liniar n A*:K—>H, A*x (Avj,x)vj, j=1 care satisface relatia Spații Hilbert finit-dimensionale 131 n \ n (A*x,y} = ( ,x} Vj,y) = £ (x,Avj}(vj,y) \j=i / j=i / n \ = / x^2 (vj ,y}Avj\ = (x, Ay}, Vx gK, y gH \ j=i / Presupunând că B : K —> H este un alt operator satisfăcând (3 8), obținem relația (A*x,y) = (Bx,y}, VxGK, yGH care conduce la A* = B 3 7 2 Definiție Fie H, K spatii Hilbert si A:H—>K un operator liniar Operatorul liniar A*: K—>H care verifica relația (A*x,y} = (x,Ay}, VxgK, yGH este numit adjunctul lui A Alte notatii utilizate sunt A+, A\ 3 7 3 Propoziție Fie H un spațiu Hilbert Daca A,B: H—>H sunt operatori liniari si daca X G C, atunci A + B : H—>H, (A + B)x = Ax + Bx, XA : H —> H, (XA)x = X Ax, AB : H —>H, (AB)x = A(Bx), sunt operatori liniari si (A*)* = A, (A+B)* = A* +B*, (XA)* = Ă A*, (AB)* = B* A* Demonstratie Avem (A + B)(ax + Șy) = A(ax + Șy) + B(ax + Șy) = aAx + ȘAy + aBx + ȘBy = a(A + B)x + Ș(A + B)y; (XA)(ax + Șy) = X A(ax + Șy) = XaAx + XȘAy = a(XA)x + Ș(XA)y; (AB)(ax + Șy) = A(B (ax + Șy)) = A(aBx + ȘBy) = aA(Bx) + ȘA(By) = a(AB )x + Ș(AB )y Relatia (A*)* = A rezulta din ((A*)*x, y} = (x, A*y} = (Ax, y}, Vx, y GH Avem ((A + B)*x, y} = (x, (A + B)y} = (x, Ay} + (x, By} = (A*x, y} + (B*x, y} = ((A* + B*)x, y}, 132 Elemente de Algebra Liniara adică, pentru orice x G H, ((A + B)*x,y) = ((A* + B*)x,y), Vy G H De aceea, (A + B)* = A* + B* Similar, pentru orice x G H avem ((AA)*x, y) = (x, (AA)y) = (x, A Ay) = A (x, Ay) = A(A*x,y) = (A A*x,y) = ((ĂA*)x,y), Vy G H, și acesta relație conduce la (AA)*x = ( AA*)x, Vx G H, adică (A A)* = AA* Oricare ar fi x G H are loc relația ((AB)*x,y) = (x, (AB)y) = (x,A(By)) = (A*x,By) = (B*(A*x),y) = ((B*A*)x,y), Vy G H care conduce la (AB)* = B* A* 3 7 4 Teoremă Matricea adjunctului A* al unui operator liniar A:H—>H în raport cu o bază ortonormată este adjuncta matricei operatorului A în raport cu baza considerată Demonstrație Fie I aii • • • A = : •• a1n ann / a*i ■■■ aln \ A* = \ an1 ' ' ' ann / \ an1 ' ' ' / matricele lui A si A* în raport cu baza ortonormata {v1, v2, , vn}, adica n n Avj = aij Vi, A*Vj = Ș2 a j Vi- i=1 i=1 (3 9) Relatia n u = Ș2 (vi,u>i înlocuind pe are loc pentru orice u G H n Avj y2 (Vi, Avj )vi, cu Avj si respectiv A*Vj obtinem n A*Vj = (vi ,A*Vj }vi (3 10) u Din (3 9) si (3 10) rezulta relatiile aij = (vi,Avj), aij = (vi,A*Vj) care conduc la aj = (vi, A*vj) = (Avi,vj) = (vj, Avi) = Aji Spații Hilbert finit-dimensionale 133 3 7 5* Teoremă Daca A : H —> K este o transformare liniară, atunci operatorii A* A : H H si AA* : K K au aceleași valori proprii nenule, cu aceleași multiplicități Demonstrație Dacă p este o valoare proprie a lui A*A și u un vector propriu corespunzător, atunci A* Au = pu în cazul în care p = 0, din acesta relatie obtinem egalitatea AA*Au = pAu posibila numai daca Au = 0 De aceea a este o valoare proprie a operatorului AA* iar Au un vector propriu corespunzator Daca ui, u2, , uk sunt vectori proprii liniar independenți ai operatorului A*A corespunzatori valorii p, atunci din a1 Au1 + a2 Au2 + • • • + ak Auk = 0 obtinem relatia a1 A*Au1 + a2 A*Au2 + • • • + ak A* Auk = 0, echivalenta cu egalitatea ai ui + a2 u2 + + ak uk = 0 care conduce la a1 = • • • = ak = 0 Prin urmare, Au1, , Auk sunt vectori liniar independenți 3 7 6 Utilizand notația lui Dirac, fiecarui vector |v) G H îi asociem forma liniară (v| : H —> C : |w) (v|w) Dacă A : H —> H este operator liniar, atunci (Av|w) = (v|A* w) = (v|A* |w) Forma liniara corespunzatoare vectorului A|v) este (v|A* 3 7 7 Sistemul de vectori {|v1), , |vn)} este bază ortonormata daca si numai dacă n (vi|vj} = ăij, '^|Vi'){Vi| = I i=1 134 Elemente de Algebra Liniara Dacă A : H —> H este operator liniar, atunci n n n A = iai = 52 ^Vi|A52ivi = Ș r|A|vjlvi|-i=1 j=1 i,j=1 3 7 8 Exercițiu Să se arate ca adjunctul operatorului |u)(v| este |v)(u|, adica avem ( | u){v | )* = | v){u I Soluție Elementele matriceale corespunzatoare satisfac relația (v|uXv|vj) = (u\vi) {Vj|v) = {Vj|vXu|vi>■ 3 8 3 8 1 3 8 2 3 8 3 Operatori autoadjuncti (hermitieni) Definiție Pe un spațiu finit-dimensional, un operator autoadjunct A : H -^H este un operator care coincide cu adjunctul (A = A* ), adicăa (Ax,y) = (x,Ay), Vx,y G H- (3-11) Notam cu A(H) multimea operatorilor autoadjuncți definiti pe H, adica A(H) = { A gL(H) | A* = A } = { A G L(H) | (Ax, y) = (x, Ay), Vx, y G H }■ Fie H un spatiu Hilbert bidimensional (de exemplu, H = C2) si fie {|0), |1)} o baza ortonormata fixata Operatorul identitate I: H-^H, I = |0> AB = BA d) Daca operatorul A G A(H) este inversabil, atunci A 1 G A(H) Demonstrație Utilizam proprietățile adjunctului prezentate la pag 131-3 a) Avem (A + B)* = A* + B* = A + B b) Avem (aA)* = a A* = aA c) Daca AB G A(H), atunci AB = (AB)* = B*A* = BA Daca AB = BA, atunci (AB)* = B*A* = BA = AB și prin urmare AB G A(H) d) Avem {A~1x,y) = {A-1x, A(A~1y)) = {A(A-1x), A~1y) = {x,A~1y) 3 8 5 Unele rezultate similare se pot obtine în cazul matricelor hermitiene Spatiul matricelor hermitiene n x n este un spatiu Hilbert real de dimensiune n2 cu produsul scalar definit prin relatia (A,B) = tr(AB) Matricele 1 0 1 0 —i 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 formeaza o bază ortogonală în spatiul matricelor hermitiene 2x2 136 Elemente de Algebra Liniara O altă bază ortogonală remarcabilă este {I,a1 ,a2,a3} Matricele 1 0 0 1 0 0 —i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 —i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 —i 0 formează o bază ortogonală în spatiul matricelor hermitiene 3x3 3 8 6 Propoziție Un operator liniar A:H—>H este autoadjunct daca și numai dacă matricea lui în raport cu o bază ortonormată este hermitiană Demonstrație Consecinta directa a rezultatului prezentat la pag 132-4 3 8 7 Spatiul operatorilor autoadjuncți A(H) este un spațiu vectorial real Echipat cu produsul scalar (A,B) = tr(AB) el devine un spatiu Hilbert real de dimensiune d2, unde d = dim H 3 8 8 în spatiul Hilbert A(C2) sistemul {I,a1,a2,a3} este o baza ortogonală Fiecare operator A G A(C2) admite o reprezentare de forma (v pag 31-6) A = 2 (a0I + ai ai + a202 + a3a3) = 2 (aoI + a • a) cu a0 G R si a = (a1, a2, a3) G R3 unic determinatei Valorile proprii ale lui A sunt Ă1;2 = j(a0 ± ||a||) 3 8 9 Distanta definita de produsul scalar în A(H) este d(A, B) = ||A — B|| = V(A—B,A — B) = ^tr(A — B)2 în cazul H = C2, o altă distanta foarte utila este 11 1 d ( (aoI + a • a), (b0I + b • aH = ^(|ao — bo1 + ||a — b||) Spații Hilbert finit-dimensionale 137 3 8 10 Propoziție Daca A : H —> H este operator autoadjunct, atunci: a) valorile proprii ale lui A sunt reale; b) vectorii proprii corespunzători la valori proprii distincte sunt ortogonali Demonstrație a) Fie A o valoare proprie și u = 0 un vector propriu corespunzător, adică Au = Au Din relatia (Au, u) = (u, Au) rezultă că A = A b) Fie Ai = A2 doua valori proprii distincte si u1, u2 vectori proprii corespunzatori, adică Au1 = A1u1 si Au2 = A2u2 Din (Au1 , u2) = țu1,Au2) rezultă (u1,u2) = 0 3 8 11 Propoziție în cazul unui operator auto-adjunct, toate radacinile polinomului caracteristic sunt reale Demonstrare Fie A G A(H) si fie A1 o rădacina a polinomului caracteristic, adică O11 - A1 o12 • • • o1n a21 O22 — A1 • • • o2n 0 On1 on2 ' ' ' ann A1 în acest caz, sistemul de ecuații {(O11 — A1)x1 + 0-12X2 + • • • + O1nXn = 0 021X1 + (022 — A1)X2 + • • • + O2nXn = 0 On1X1 + On2X2 + ' ' ' + (onn — A1)xn = 0 admite în Cn o solutie (x1, x2, , Xn) = (0,0, , 0) Adunand ecuatiile sistemului înmultite respectiv cu X1, X2, , Xn obtinem relatia n n ojkXkXj — A1 XjXj j,k=1 j=1 Deoarece matricea lui A într-o baza ortonormata este hermitiana, adică Ojk = Okj, avem En — v^n — — j,k=1 ojkXkXj z2j,k=1 okjXkXj a A1 = m=1 iXj i2 = m=1 iXj i2 = 3 8 12 Teoremă Dacă A:H—>H este operator autoadjunct, atunci există o baza ortonormata B în H astfel încît matricea lui A în raport cu B este o matrice diagonalăa Demonstra,tie Utilizam inductia matematica Afirmația este evident adevarată daca 138 Elemente de Algebra Liniara dim H = 1 Presupunând că afirmația este adevărată în cazul dim H = n-1, arătăm că ea este adevarata si în cazul dim H = n Fie H un spatiu vectorial de dimensiune n si fiet A E A(H) Știm că A are cel puțin o valoare proprie Ap Fie u = 0 un vector propriu corespunzator, adica Au = Ai u Vectorul unitar v1 = este si el vector propriu corespunzator valorii A1 Subspatiul vectorial format din toti vectorii ortogonali pe vp K = {v1}± = { x E H \ (v1,x) = 0 }, este un subspatiu invariant x eK (vpAx) = (Av1,x) = A1(v1,x) = 0 Ax eK de dimensiune n — 1 si span{v1}® K = H Relatia (Ax, y) = (x, Ay) fiind satisfăcuta de orice x,y E H, rezulta ca restrictia lui A la K A\k : K >K verifică relatia (A\Kx,y) = (x,A\Ky) oricare ar fi x,y E K Aceasta arata că A\K este operator autoadjunct în virtutea ipotezei de inductie, există o bază ortonormata {v2, v3, ,vn} în K în raport cu care matricea lui A\K este o matrice diagonala, / A2 0 • • 0 A \ K = 0 A3 • • 0 0 0 • • An / Sistemul de vectori B = {v1, v2, v3, ,vn} este o baza ortonormata în H si matricea lui A în raport cu baza B este / A1 0 0 ••• 0 0 A2 0 ••• 0 A = 0 0 A3 • • • 0 0 0 0 ••• An / 3 8 13 Cu notatiile din demonstrația teoremei, operatorul A admite reprezentarea n A = Ai \vi )(Vi \ = A1 \V1 XV1 \ + A2 \V2Î(V2\ +-+ An \vn ){vn\ i=1 De exemplu, avem I = \0> H comuta, adica AB = BA, dacă și numai dacă există o bază ortonormată formată din vectori proprii comuni ai lui A și B Demonstrative Dacă {v1,v2, ,vn} este o bază ortonormată formată din vectori proprii comuni ai lui A si B, Avj = aj Vj, BVj = Șj Vj, atunci, oricare ar fi x = ^^=1 xjVj, avem n n n (ab)x = ^2 xj ABvj 12 xj aj Șj vj = 12 xj BAo =(BA)x- j=i j=i j=i “^” Presupunem că AB = BA si ca B are doar doua valori proprii Ș1 si Ș2 Subspatiile proprii corespunzatoare H1 si H2, care verifica relatiile Bx = Ș1x, oricare ar fi x G H1, Bx = Ș2x, oricare ar fi x G H2, sunt ortogonale si H = H1 ® H2 Deoarece x G H1 =^ B(Ax) = A(Bx) = Ș1(Ax) =^ Ax G H1, x G H2 =^ B(Ax) = A(Bx) = Ș2(Ax) =^ Ax G H2, putem considera restrictiile A|hi : V1 —> H1 si A|h2 : H2 —> H2 Operatorii A|hi si A|h2 fiind autoadjuncți, în spațiile Hilbert H1 si H2 exista baze ortonormate {v1, v2, , vk} si {vfe+pVfe+2, ,vn} formate din vectori proprii ai lui A Sistemul de vectori {v1,v2, , vk, vk+1, vk+2, ,vn} este o bază ortonormata în H formata din vectori proprii ai lui A si B Daca B are mai multe valori proprii, demonstrata este similarăa 3 8 15* în spatiul Hilbert C2, vectorii |ut = |0t M 310) + y3e 311), iv 1 i v /o iv iv 1 ni /o ni M = |0) + y 3M = ^13e 310) + y 3e 311) 140 Elemente de Algebra Liniara formează un frame exact 1 4 ^2 |uj ^uj i =I-j=1 Operatorii autoadjunct Hj = |uj)(uj|, unde j G{1,2, 3, 4}, formeaza o baza în spatiul Hilbert L(C2) și (nj, nfc) = |(uj\Uk )|2 = 3, Frame-ul {|u1>, \u2), |us), |u4)} este simetric si {4 E aj \uj'G| j=1 {4 E aj \ui'g| j=1 pentru j = k aj G C > , aj G R > 3 8 16* Teoremă Daca {uj)}j-=1 este un frame exact în spațiul Hilbert d-dimensional H si daca exista o constanta a G (0, w) astfel încât Kuj [uk )|2 = a, pentru j = k, atunci a = 1/(d+1) si {uj){u,j\}j=1 este baza în L(H) Demonstrație Plecand de la rezolutia identitații 1 d2 dYl ^uj| =I, j=1 obtinem relatia d2 d = tr I2 = d2 Kw\uk)|2 = d2> (d2 + ad2(d2 - 1)), j,k=1 din care rezultă a = 1/(d+1) Presupunand ca d=1 d2 0 12 aj "j \uk)|2 = ak + j=1 aj = j=k 1 d + 1 aj [u)(uj| = 0, obfinem relatia 1 / d2 \ d+11dak+52aj I j=1 care arata ca a1 = • • • = ad2 si prin urmare 0 = yțd= 1 aj ^j ){u,j | = a1I De aceea, a1 = • • • = ad2 =0 si operatorii |uj)(uj|, în numar de d2, sunt linear independenti Spații Hilbert finit-dimensionale 141 3 8 17* în spațiul Hilbert C3, vectorii unitari lui) = -2 (|0> + |1», |U4) = -2 (e|0> + e|1», M = -2 (e|0> + e|1», M = -2 (|1> + |2», M = -2 (£|1> + e|2», K) = -2 (e|1> + £2», M = - (|2> + |0», W = -2 (e|2> + e|0» |u9> = -2 (e|2> + e|0» unde {|0>, |1), |2)} este o baza ortonormata si £ = e 3 , formează un frame exact 9 1 E |uiHu| = i j=1 simetric \{uj\uk 2 = 4 pentru j = k, Si astfel încat {uj)(uj| }9=1 este bază în L(C3) 3 9 Elemente de calcul funcțional 3 9 1 Plecand de la un operator liniar A : H —> H putem defini operatorii A0 = I, A1 = A, A2 = AA, A3 = AAA, si P (A) = aoAm+aiAm 1 + ■■■+am iA+am I, oricare ar fi polinomul P(X)= a0Xm+a1Xm 1 +-+ am 1X+am 3 9 2 în spațiul Hilbert L(H), despre o serie de operatori I2Afc k>0 spunem ca este convergenta daca există B gL(H) astfel încat m lim Ak = B, k=0 adica astfel încat 142 Elemente de Algebra Liniara 3 9 3 lim m Ak—b k=0 = 0 Operatorul B se numește suma seriei și scriem oo B = Ao + Ai + A2 + • • • sau B = ^ Ak k=0 Urmand analogia cu dezvoltările în serie de puteri ez — 1 + Â z + 1 z2 + X z3 + ■■■ e -L + 1! z + 2! z + 3! z + , Z'^/'AC 'y' - 1 1 -’V2 I 1 -y4 1 zy6 I cos Z — 1 2! z + 4! z 6! Z + , Cin zy 1 y 1 zy3 | 1 zy5 1 zy 7 | sin z = îț z — grz 5Țz — 7!z , definim operatorii eA — 1 | 1 A | 1 A2 -I 1 A3 + ••• e — 1 i 1!A + 2!A + 3!A + , ppjo a — 1 1 A2 1 A4 1 A6 + ■■■ cos A — 1 2!A + 4!A 6!A + , qîn A — A 1 A3 1 A5 — A7 + sin A = 1!A 3!A + 5!A 7! A + Se poate arata ca seriile de operatori implicate sunt convergente 3 9 4 Teoremă în cazul a doi operatori liniari A,B : H —> H avem: AB = BA =^ eA • eB = eA+B Demonstrație înmulțind termen cu termen seriile absolut convergente obtinem 00 OO , oc eA • eB = E • E Br = E irâAj Bk j=0 k=0 j,k=0 E jTkrAjBk j+k=n (A+B )n = eA+B 3 9 5 în cazul unui operator diagonalizabil n A ^2 HVi I, i=1 avem n n A2 ^2Xi xjIvi ^ViIvj ^vj | ^2 x2Ivi ^vi i,j=1 i=1 Spații Hilbert finit-dimensionale 143 n aA2 + fîA + 7I = ^(aX2 + fiXi + 7) |v> H, f(A) = Ș2 f (Ai) |vi Ăvi i=1 pentru orice funcție f: D —>C al carei domeniu de definiție conține A1,An Deoarece f (A) depinde doar de valorile luate de funcția f în punctele A1,An, același operator corespunde la o infinitate de functii în particular, avem eA = En=1 ’ |Vi> = |®)(®| - |®)(®|î = |0X0|-|1X1|> unde 1° = (0) ’ |+> = 1) ’ |ffi> = TîO ’ |1>=îî)’ |->=1J’ |®>=să D’ 1 2 -1 2 -i 144 Elemente de Algebra Liniara se obține -i 2 |+X+| +ei 2 H(-| + 1 ei 2 cos 2 —i sin 2 —i 2 =e -i 2 |®X®| +ei 2 |e> H un operator autoadjunct Spunem ca A este operator pozitiv si scriem A > 0 daca (x|A|x) > 0, oricare ar fi |x)gH Spunem ca A este operator pozitiv definit si scriem A > 0 daca (x|A|x) > 0, oricare ar fi |x) = 0 3 10 2 Orice operator autoadjunct A este diagonalizabil si se poate scrie sub forma A = Ș2 |vîXv| i Oricare ar fi |x)gH avem |2 i Operatorul A este pozitiv daca si numai daca Ai > 0, oricare ar fi i Operatorul A este pozitiv definit daca si numai daca Ai >0, oricare ar fi i Spații Hilbert finit-dimensionale 145 3 10 3 Teoremă Operatorul liniar A:H—SH este pozitiv daca și numai daca, exista un operator liniar B: H—AH astfel încât A = B *B Demonstrație Dacă A = B*B, atunci A este pozitiv deoarece {x, Ax) = {x, B*Bx) = (Bx, Bx) > 0, oricare ar fi xEH Dacă A = ȘT Xi\vi){vi| > 0, atunci putem alege B = ^fiVXÎ\vi)(vi|- 3 10 4 Definiție In spațiul A(H), definim relatia de inegalitate A 0 3 10 5 Exercițiu Oricare ar fi operatorul liniar C, avem A A(K) ca este o aplicatie pozitiva daca A > 0 =^ f (A) > 0 3 10 7 3 10 8 Multimea operatorilor pozitivi definiți pe un spațiu Hilbert H este o mulțime convexă: oricare ar fi x E H si oricare ar fi A E avem (x, Ax) > 0, (x, Bx) > 0 Operatorul autoadjunct A: C2 —> C2, (x, ((1 — A)A + XB)x) > 0 A = 2 (a0I + a • a), verifica relatia 0 H sunt operatori liniari, atunci 0 , este un operator liniar, P (a|x) + £|y)) = a|x') + £|y') = aP |x) + /3P\y), cu proprietatea P(H) = K, numit proiectorul (ortogonal) pe subspatiul K 3 11 2 Din relatia ||x||2 = (x|x) = (xz+x"|x'+x") = (x/|x/) + (x//|x//) = ||x'||2 + ||x//||2 rezulta ca ||Px|| 0, (x|x) = x'+x"|x/+x") = (x/|x/) + (x//|x//) > (x/|x/) = (x|P|x), adevarate oricare ar fi |x)gH, rezulta ca 0 , |v2), ■■■, |vk), |vk+1), ■ ■■, |vn)} a lui H si, pentru orice |x), avem k n |x') = E |vi> ’ Si \x”) = E |viXvi|x^ i=1 i=k+1 Relatia k Pk) = E kXv k) i=1 verificata oricare ar fi |x) EH, arata ca P poate fi definit în felul urmator k P = E |vi^^vi|^ (3-12) i=1 Matricea lui P în baza considerata are forma 1 0 ■■ ■0 0 ■ ■0 0 1 ■■ ■0 0 ■■ ■ 0 0 0 ■■ ■1 0 ■■ ■ 0 0 0 ■■ ■0 0 ■■ ■0 0 0 ■■ ■0 0 ■■ ■0 Complementul ortogonal al proiectorului P n P± = I - P = E |vi)(vi | i=k+1 este proiectorul corespunzător subspatiului K± 3 11 5 Teoremă Un operator liniar P : H —> H este proiector dacă și numai dacă P2 = P = P *■ (3 13) Demonstrație Daca P este proiector, atunci relația (3 13) rezulta din (3 12) Admitand ca P verifica relatia (3 13), dovedim ca P este proiectorul corespunzator subspafiului K = {|u) | P|u) = |u)} Orice vector |x)eH poate fi scris sub forma |x) = P |x) + (|x) — P |x)) ■ 148 Elemente de Algebra Liniara Din relația P(P|x)) = P2|x) = P|x) rezulta că P|x)GK Oricare ar fi \u)eK, avem P|u) = |u), și prin urmare (u| = (u\P* Din relatia - P|x» = (u\P*|X - (u\P*P|X = 0 rezulta ca |x)-P|x) G K± 3 11 6 Operatorul autoadjunct (v pag 136-8) A:C2 C2, A = 1(aoI + a • a), este proiector daca și numai daca ao = | |a|| = 1 3 11 7 Exercițiu Singurele valori proprii posibile ale unui proiector P sunt 0 și 1 Soluție Daca A este valoare proprie a lui P, atunci există |x) = 0 astfel încat P|x) = A |x) Din relatia (A2 - A) |z) = (P2 - P)|x> = 0 obținem egalitatea A2 - A = 0, verificata numai de A = 0 si A = 1 3 11 8 Dacă P este proiectorul corespunzator subspatiului K C H, atunci spatiul propriu corespunzator lui 1 este K, iar cel corespunzator lui 0 este K±, adica K = { |u) | P|u) = |u) } si K± = { |u) | P|u) = 0 } 3 11 9 Daca proiectorii P1,P2 : H —> H sunt astfel încat P1P2 = 0, atunci P2P1 = P*P* = (P1P2)* = 0 3 11 10 Definiție Doi proiectori P1, P2: H^H se numesc ortogonali daca P1P2 = 0 3 11 11 Propoziție Proiectorii P1 ,P2 : H —> H sunt ortogonali daca și numai daca subspatiile corespunzătoare K1, K2 sunt ortogonale Demonstrație Daca K1 ±K2, atunci P2\x) gK2 C K^, si prin urmare P1P2|x) = 0, oricare ar fi |x)GH Invers, daca P1P2 = 0, |y)GK1 si \z)GK2, atunci \y) = P^y), |z) = P2|z) si avem (y\z) = (y\P*P2\z) = (y\P1P2\z) = 0 Spații Hilbert finit-dimensionale 149 3 11 12 Propoziție Suma P = Pi4 -+Pm a proiectărilor Pi, P2, Pm este un proiector daca și numai daca ei sunt ortogonali doi cate doi Demonstrație Dacă P1, P2, ,Pm : H —> H sunt proiectori ortogonali, atunci P2 = (Pi + ■■■ + Pm )2 = Pi + ••• + Pm = P, adică P este proiector Invers, dacă P este proiector si i = j, atunci (v pag 146-3) m m \\Pi x||2 + \\pj x||2 H este un proiector daca si numai daca p\ P2 = P2Pi Demonstrație Daca P = P\P2 este proiector, atunci PiP2 = P = P* = ^^2)* = P2*P* = p2P\ Dacă P\P2 = P2P\, atunci P2 = PP = PiP2PiP2 = PfP^ = P\P2 = P 3 11 14 Dacă P\,P2 : H —> H sunt proiectorii pe subspatiile K\, K2 si daca P\P2 = P2P\, atunci P = P^ este proiectorul pe subspatiul K = K\ nK2 3 11 15 Propoziție Fie PbP2 proiectorii corespunzători subspatiilor Ki, K2 Următoarele patru relali/t sunt echivalente: a) pi >p2; c) pip2 = p2; b) Ki DK2; d) P2Pi = P2 Demonstratie a)^b) Daca |x)eK2, atunci x = P2|x) Din relația (v pag 146-3) ||x||2 > | |Pix| |2 = (x|Pi|x) > (x|P2|x) = (x|x) = 11 x 11 2 rezultă ca | | P^\x11 = || x 11 , ceea ce este posibil numai daca P\x = x, adică | x)eKi b)^c) Fie |x)eH Deoarece P2|x)G K2 C K\, avem P^\P2|x) = P2|x) 150 Elemente de Algebra Liniara c) ^d) Dacă P1P2 = P2, atunci P2P1 = PfPț = (P-P)* = Pf = P2 d) ^a) Fie \x}EH Utilizănd relațiile P2* = (P2P1)* = PțPf și P2 H este un proiector daca și numai daca P1 > P2 Demonstrație Daca P = P1 — P2 este proiector, atunci, pe baza propoziției precedențe, din P1 = P + P2 rezulta ca (P1 — P2)P2 = PP2 = 0, adica are loc relatia P1P2 = P2, echivalenta cu P1 > P2 Invers, daca P1 > P2, adica P1P2 = P2 = P2P1, atunci P2 = (Pi — P2)2 — Pi2 — P1P2 — P2P1 + P22 = Pi —P2 = P- 3 11 17 Teoremă Orice operator autoadjunct A admite descompunerea spectrala A = ^2 V Pi’ i unde Vi sunt valorile proprii ale lui A si Pi sunt proiectorii ortogonali corespunzători care satisfac relatiile P22=Pi=Pi PiP3=^ Pi £Pi=i- i Demonstratie Știm (v pag 138-13) ca A se poate scrie sub forma n n A = Xi \Vi HVi\’ cu \Vi ^^Vi \ = I si {Vi\Vj) = Sij i=1 i=1 (unele valori X pot sa coincidă) Daca A are doar doua valori proprii distincte, X1 = X2 = • • • = Xk = V1’ Xk+1 = Xk+2 = • • • = Xn = V2’ atunci A admite descompunerea A = V1P1 + V2P2 unde P1, P2 sunt proiectorii ortogonali P1 = \V1)(V1 \ + -+ \vk )(Vk\, P2 = \Vk+1)(Vk+1 \ + -+ \vn )(vn\ care satisfac relatiile P1 + P2 = I si P1P2 = 0 In cazul mai multor valori proprii demonstratia este similarăa Spații Hilbert finit-dimensionale 151 3 11 18 Exemplu Valorile proprii ale operatorului autoadjunct A : C3 —> C3, A(x1,x2,x3) = (x2+x3,x1 + x3,x1 + x2) sunt A1 =2 și A2 = A3 = —1 Subspațiile proprii corespunzatoare V2 = { (x1,x2,x3) | x1 = x2 = x3 } = { (a, a, a) | aGC } V 1 = { (x1ț x2, x3) | x1 +x2+x3 = 0 } = { (a, Ș, —a—fi) | a, ȘGC } sunt ortogonale Notand cu P2 si P 1 proiectorii ortogonali corespunzatori, avem A = 2P2 + (—1)P 1 în subspatiul V2 o bază ortonormata este formata din vectorul v1 = Alegand în V 1 baza ortonormata rezultăa P2 = |V1} H cu proprietatea {Ax,Ay) = (x,y), Vx,y G H 3 12 2 Transformarile unitare pastrează nemodificata norma vectorilor: ||Ax|| — fi {Ax, Ax) fi {x, x) = ||x||, Vx G H 3 12 3 Fie H un spatiu Hilbert bidimensional si {|0), |1)} o baza ortonormata fixata Operatorul identitate I si operatorii Pauli ax = |1> H : x x este o transformare unitaraă si compunerea aplicatiilor este asociativăa (A(BC))x = A((BC)x) = A(B(Cx)) = (AB)(Cx) = ((AB)C)x, Vx G H De aceea, multimea transformăarilor unitare { A : H—>H| (Ax,Ay) = (x,y), Vx,y GH} are o structura naturala de grup (grupul transformărilor unitare ale lui H) 3 12 6 Propoziție Fie H un spatiu Hilbert si A:H—>H o aplicație liniară Urmatoarele afirmații sunt echivalente: a) A este transformare unitară; b) A* A = I; Spații Hilbert finit-dimensionale 153 c) A este bijectiva și A 1 = A* Demonstrație Dacă A este transformare unitară, adică {Ax,Ay) = (x,y), 'Vxpy G H, atunci are loc relatia (A*Ax,y) = (x,y), Vx,y G H, care conduce la A*A = I Dacă A*A = I, atunci A*AA-1 = A-1, adica A* = A-1 Daca A este bijectiva si A-1 = A*, atunci {Ax,Ay) = (A*Ax,y) = {A-1Ax,y) = {x,y), Vx,y G H 3 12 7 Propoziție O aplicație liniara A : H —> H este transformare unitara daca și numai daca matricea ei în raport cu o baza ortonormata este o matrice unitara Demonstratie Dacă {v1,v2, ,vk} este o baza ortonormata si Avi = k i ajivj, atunci (Avi, Avj) = Q2k=1 akivk02m=1 amjvm) = 22k=122m=1 akiamj {vk, vm) = 22k=1 akiakj = 22k=1 ajkaki-Daca A este transformare unitara, atunci are loc relația n ^a*k aki = (Avi, Avj) = (vi,vj) = dj k=1 echivalenta cu A* A = I Invers, daca A* A = I, atunci (Ax, Ay} = (A (E'=1 xiVi), A(£“=1 y = E'=1 j xAj(Av,, Av,} = 227=122“=1 xiyjdij = 227=1 w = (x, y>- 3 12 8 Teoremă Daca A : H —> H este transformare unitara, atunci: a) orice valoare proprie X verifica relatia |X| = 1; b) Vectorii proprii corespunzători la valori proprii distincte sunt ortogonali Demonstratie a) Fie X o valoare proprie a lui A si u = 0 un vector propriu corespunzator, adica Au = Xu Din relatia {Au, Au) = {u,u) rezulta că |X| = 1 b) Fie X1 = X2 doua valori proprii distincte, u1, u2 vectori proprii corespunzători, adică Au1 = X1u1 si Au2 = X2u2 Din relatia {Au1,Au2) = {u1,u2) rezultă ca {u1,u2) = 0 154 Elemente de Algebra Liniara 3 12 9 Teoremă Daca A:H—>H este transformare unitară, atunci exista o bază ortonormată B în H astfel încât matricea lui A în raport cu B este o matrice diagonală Demonstrație Utilizam metoda inducției matematice Afirmația este evident adevarată daca dim H = 1 Presupunand ca afirmatia este adevarata în cazul dim H = n — 1, aratăm ca ea este adevarata si dacă dim H = n Fie H un spațiu vectorial de dimensiune n si A : H —> H o transformare unitara Fie A1 G C o valoare proprie si u = 0 un vector propriu corespunzător, adica Au = A1 u Vectorul unitar v1 = este de asemenea vector propriu corespunzăator lui A1 Subspatiul format din toti vectorii ortogonali pe v1 K = {v1}± = { x G V | (v1,x) = 0 } este un subspațiu invariant xgK fv1,Ax} = A1(A1v1,Ax) = A1(Av1,Ax) = A1 (v1,x) = 0 AxgK de dimensiune n—1 si span{v1}®K = H Relatia (Ax, Ay) = (x,y) avand loc pentru orice x,y GH, rezultă ca restrictia lui A la K A\k : K -K verifică relatia (A\kx, A\ky) = (x,y), oricare ar fi x,y G K, adica este transformare unitară Conform ipotezei de inductie, există o baza ortonormata {v2,v3, ,vn} în K astfel încât matricea lui A\k este o matrice diagonala a\k = / A2 0 • • 0 0 A3 • • 0 0 0 • • An / Sistemul de vectori B = {v1,v2,v3, ,vn} este bază ortonormata în H si matricea lui A în aceasta baza este o matrice diagonală A1 0 0 ••• 0 0 A2 0 ••• 0 A = 0 0 A3 ••• 0 0 0 0 • • • An / 3 12 10 Teoremă Orice operator unitar A admite descompunerea spectrală A = Vi Pi, i Spații Hilbert finit-dimensionale 155 unde pi sunt valorile proprii și Pi sunt proiectorii ortogonali corespunzători cu proprietățile Pi=Pi=p* PiPj=ăi Pi ^2 Pi=i i Demonstratie Este similară demonstrației prezentate la pag 150-17 3 12 11 Teoremă Fie K C H un subspatiu vectorial al spatiului Hilbert H Orice operator unitar U:K—>H se poate prelungi până la un operator unitar U:H—>H Demonstratie Fie {v1,v2, ■■■,Vk} o baza ortonormată în K pe care o extindem pana la o bază {v1, v2,vk, vk+1, ,vn} în H Sistemul ortonormat w1 = Uv1, w2 = Uv2, ■■■ , wk = Uvk il extindem pana la o baza {w1, ,wk, wk+1, ,wn} în H Operatorul U:H—FH, Uvj = wj, oricare ar fi j g{1, 2, ,k, k+1, ,n}, este o extensie unitara a operatorului unitar U: K—>H 3 12 12 Exista un analog real al noțiunii de transformare unitara, dar nu toate proprietățile prezentate în cazul complex se patreaza în cazul real 3 12 13 Definiție Fie H un spatiu Hilbert real O transformare ortogonală în H este o aplicatie liniara A:H—>H cu proprietatea (Ax,Ay) = (x,y), Vx,y G H 3 12 14 Transformarile ortogonale pastreaza nemodificata norma vectorilor Multimea transformarilor ortogonale {A : H—>H\ (Ax,Ay) = (x,y(, Vx,y GH} are o structura naturala de grup (grupul transformarilor ortogonale) 3 12 15 Propoziție O aplicatie liniara A : H —> H este transformare ortogonala dacă si numai dacă matricea ei in raport cu o bază ortonor-mataă este o matrice ortogonalăa 156 Elemente de Algebra Liniara 3 12 16 Teoremă Daca A : H —> H este o transformare ortogonala, atunci: a) singurele valori proprii posibile ale lui A sunt 1 si -1; b) vectorii proprii corespunzători la valori proprii distincte sunt ortogonali 3 12 17 Exercițiu Dacă identificăm planul cu spațiul Hilbert real R2, atunci rotația de unghi t în jurul originii este transformare ortogonală Aratati ca, în general, Rt nu admite nicio valoare sau vector propriu Soluție Notand r = ^/x2 + y2 și punand (v Fig 3 8) Rt(x,y) = (x',y'), obtinem x1 = r cos(a + t) = r cos a cos t — r sin a sin t = x cos t — y sin t, y1 = r sin(a + t) = r cos a sin t + r sin a cos t = x sin t + y cos t, adicăa Rt(x,y) = (x cos t — y sin t, x sin t + y cos t) Matricea rotatiei în raport cu baza canonica este r f cos t — sin t \ * \ sin t cos t I Radăcinile ecuatiei caracteristice Spații Hilbert finit-dimensionale 157 cos t A sin t sin t cos t A = 0 sunt Ai,2 = cos t ±4cos21 — 1 Si ele sunt reale dacă si numai dacă cos t G{—1,1}, adică dacă si numai dacă t GZn 3 12 18 Rotația R(t) de unghi t în jurul unui vector unitar v GR3 Fie (vi,v2,v3) coordonatele lui v în raport cu baza canonică B = {ei = (1,0,0), în cazurile v = e3 si v = e2 = (0,1,0), ea = (0,0,1)} matricea lui Rt în raport cu baza B este ea, cos t -sin t 0 / cos t sin t 0 Rt = sin t cos t 0 si respectiv Rt = -sin t cos t 0 0 0 1 0 0 1 în cazul v = ±e3, deoarece v x e3 = ei e2 e3 vi v2 v3 0 0 1 = (v2, — vi, 0) si v x (v x e3) = ei e2 e3 vi v2 v3 0 0 1 , e2 = (viv3, v2v3, —v2 v22) sistemul de vectori B 4 ei J [ V v2 + v2 este o bază ortonormată (viv3,v2v3, —v2 — v2) , ’63 ~ Matricea de trecere de la B la B' este (vi,v2,vs) S = V1 V*1 '"2 -vi 44+4 0 V1V3 \v1 '"2 V2V3 Vv? +v1 -v1-v1 \v1 +v1 vi \ v2 v3 j 158 Elemente de Algebra Liniara iar matricea de trecere de la B' la B este ‘S Matricea rotației de unghi t în jurul lui v în raport cu baza B1 este cos t — sin t 0 Rt = sin t cos t 0 0 0 1 iar matricea aceleiași rotatii în raport cu baza canonica B este / cos t — sin t 0 S Rt‘S = S sin t cos t 0 0 0 1 ‘S Se observa ca și prin urmare 0 \ ( v1\ 0 = ‘S V2 1 / \ V3 / în particular, avem /vA / cos t — sin t 0 S Rt‘S V2 = S sin t cos t 0 v3 0 0 1 S Rt‘Sv = v adica 3 12 19 în cazul unei transformari ortogonale A:H—în general, nu există o baza B astfel încat matricea lui A în raport cu B să fie una diagonala Spații Hilbert finit-dimensionale 159 3 13 Transformarea Fourier finită 3 13 1 Definiție Spunem despre o funcție de variabilă discretă : Z —> C că este periodica cu perioada N dacă (n), oricare ar fi n E Z 3 13 2 Oricare ar fi k E Z, funcția exponențiala Z —> C : n e~ kn (3 14) este o funcție periodica cu perioada N deoarece 2ni k(n I IN) i kn 2kni 2ni kn e n k(n'N) = e n kn e2kn = e n kn Am utilizat relația e2kni = cos 2kn + i sin 2kn = 1 Deoarece e“N"(k+N= e“N"kra, exista numai N funcții de forma (3 14) 3 13 3 Orice funcție : {0,1, ,N-1} —> C se poate prelungi prin periodicitate până la o funcție periodica : Z —> C cu perioada N, si orice functie periodica : Z —> C cu perioada N este complet determinata de restrictia ei la multimea {0,1, ,N — 1}, adica de numerele ^(0), ^(1), , (n) = C 160 Elemente de Algebra Liniara 3 13 4 Teoremă Dacă : Z —> C este funcție periodică cu perioada N, atunci N-1 2 N-1 2 m(ri\ — ± V e'Nnk V e-2N- kmm(m) (3 15) F(n) — N A-/ e N zZ e N r;m) (3 15) k=0 m=0 N-1 -ni N-1 2 w(n) - ± V e-2N-nk V e■N kmw(m) (3 16) W(n) — N e N Z^ e N W(m) (u ±u\ k=0 m=0 Demonstrație Din formula (suma seriei geometrice) N J f N dacă q — 1, 2 — 1 + q + q2 + ■■■ + qN-1 — 1 n (3 17) m=0 l t-f daca q— 1 rezulta relația N-1 52 e 2n m(n-k) m=0 N-1 m N dacă k = n (moduloN), 0 daca k n (moduloN), care conduce la N-1 2 N-1 2 N-1 /N-1 2 r \ 1 \ ■ - \ ■a ■—2 rm k /1 \ 1 \ ■a / \ ■a ■ - m ( n k) i /?\ / \ 1 Yț e n nm Yț e n mk ip(k) — 1 I J2e n m(n kn ip(k) — ^(n) m=0 k=0 k=0 m=0 3 13 5 Știm ca orice funcție periodică continua f : R —> C cu perioada T f (t+T) — f (t), oricare ar fi t G R, cu derivata continua pe portiuni, este dezvoltabilă în serie Fourier oc f (t) — 52 ck e-T- kt cu k=-c 1 r T Ck — T lo e-kt f (t) dt (3 18) Din (3 15) rezultă ca : Z —>C, periodica cu perioada N, admite reprezentarea N-1 1 N-1 d(n) — 52 Cke-N-nk cu Ck — n 5Z e N-km^(m) (3 19) k=0 m=0 3 13 6 Definiție Transformata Fourier a funcției periodice : Z —> C cu perioada N este funcțtia N-1 F[^] : Z C, F[^](k) — ^2 e-2N- k>(n) (3 20) n=0 Transformata Fourier inversă a lui este functia Spații Hilbert finit-dimensionale 161 1 N-1 F-1M : z C, F-1 M(k) = £ e& kn^(n) (3 21) n=0 3 13 7 Transformatele Fourier F[ C este functia 1 i FM : {0,1} -+ C, FM(k) V- ' n V ■ k ; n adica functia F[y>] : {0,1} —> C, Transformata inversa este F-1[^] : {0,1} C, n=0 n=0 F M(0) = ^(0) + ^(1), FM(1) = ^(0) - ^(1)- f-1M(0) = 1 (^(0)+^(1)), f-1M(1) = 1 (^(0)-^(1)) 3 13 9 în cazul N = 3 avem {1 dacă kn G 3Z, 1 i V3 kn g 3Z + 1 2 i 2 d ac a ki n 3 1, — 2 + i^T daca kn G 3Z+2, si prin urmare transformata Fourier a unei functii : {0,1, 2} —> C este functia F[^] : {0,1, 2} —> C, 2 F ; k V 2F , i , n=0 162 Elemente de Algebra Liniara adică avem F f^](0) = ^(0) + ^(1) + ^(2), FM(1) = ^(0) + (-1 - if ) ^(1) + (-1 + if ) ^(2), FM(2) = ^(0) + (-1 +i^(1) + (-1 - i*23} ^(2)- Ultimele relații se mai pot scrie [ F[^](0) \ 1 1 1 / C este functia 3 3 FM : {0,1, 2, 3} -^ C, FM(k) = ^e-knU'') n=0 n=0 adica avem F M(0) = ^(0) + ^(1) + ^(2) + ^(3)> FM(1) = ^(0) - M1) - ^(2) + M3)> FM(2) = ^(0) - ^(1) + ^(2) - ^(3)> FM(3) = ^(0) + M1) - ^(2) - M3)- 3 13 11 Exercițiu Sa se calculeze transformata Fourier a functiei : {0,1, ,N-1} —> C, C, Să se arate că 1 dacă 11 111 0 dacă 11 in F țk) = e-^km Rezolvare Avem W-i Q J Q J F[âm](fc) = e-^ kn6m(n) = e~Srkm = cos km + i sin km n=0 Scriind 6 in loc de âo, avem F[ C, periodice cu perioada N, este un spațiu Hilbert cu produsul scalar w-i = 52 »î=0 iar {5, ăi, £2, ■■■, C este funcția FM : ZN C, FM(fc)= e-2— knp(n), n€Z n iar transformata Fourier inversa este funcția F: Zn -^ C, F-1M(fc) = N E ekn^(n)- u^Zn 3 13 15 Oricare ar fi no G Z, au loc relațiile no I N — 1 1 n0+N—1 F[d(k)— V e-2— knrn(n) si F-1[d(k) — — e2— kn^(n) ' LwJW— / e w(n) si F LwJW — n / > e w(n)- n=no n=no 3 13 16 în cazul în care N — 2M+1 este impar, multimea {-M, -M + 1, ,M- 1,M} este sistem de reprezentanțti pentru ZN sți prin urmare M -n M -n Fbl(k)— V e-2— kn^(n) F-1[d(k) — — V ekn^(n) i ; e N W(n), 1 ) n e N W(n) n=-M n=-M Dacă functia reala : {-M, -M + 1, ,M- 1,M} —> R este parăa, adicaă ^(-n) — ^(n), oricare ar fi n G{-M, -M + 1, ,M - 1,M}, atunci, utilizând schimbarea n -n, obtinem M M 9n F [^](k) — E e N- k>(n)— E e 2N" knv(-n) n=-M n=-M M -ni — E e — knv(n) — F [^](fc), n=-M adica transformata Fourier F[ (m) = lpL(n) k=-L m^ZN care arata ca ^l este funcȘe reală 3 13 19 In figura 3 10 prezentam funcția periodică : Z —> R cu perioada N = 20 definita prin ^(n) = (n/10)2 pentru — 10 C, tpimpa r ■ {0, •••> N 1} >• C, Pinipartn) = k 2mm(2m) + V e-2N k (2m+1) P(2m +1) m=0 m=0 N-1 Q N-1 9 2^1 km ( \ i — k X—' 2ni km ( x e N kmPpar(m)+e N k e N kmPimpar(m) F [sPpar ](k)+e N F [sPimpar ](k) F[Ppar](k — N)+e N k F[Pimpar](k — N) daca k G {0,1, ,N—1} daca k G{N,N+1, , 2N — 1} Utilizand formula obținuta, calculul transformatelor Fourier ale funcțiilor de forma P : {0,1, , 2n — 1} —> C se poate reduce succesiv pana la calculul transformatelor unor funcfii de forma : {0,1} —> C Aceasta metoda de calcul foarte eficienta este numita transformarea Fourier rapida 3 13 21 Știm ca în cazul N — 2, transformata Fourier a unei functii (p : {0,1} —> C este functia F[p] : {0,1} —> C, F [P](0) — P(0) + P(1), F [P](1) — P(0) — P(1)- 3 13 22 Calculul transformatei Fourier a unei functii p : {0,1, 2, 3} —> C se poate reduce la calculul transformatelor Fourier ale functiilor Ppar : {0,1} —> C, Ppar(n) — p(2n), Pimpar : {0, 1} C, Pimpar (n) — P(2n +1) Avem 168 Elemente de Algebra Liniara I F[rpar](k) + e 2 kdacă kG{0,1}, F r(k) par](k-2)+e 2 kF[g>impar](k-2) dacă kG{2,3} r(0) + r(1) + r(2) + r(3) dacă k = 0, r(0) — ir(1) — r(2) + ir(3) dacă k = 1, r(0) — r(1) + r(2) — r(3) daca k = 2, r(0)+ir(1) — r(2) — ir(3) daca k = 3 3 13 23 în cazul N = 23, unei funcții de forma r : {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} —> C, funcțiilor ^par : {0, 1,2,3} —> C, Vpar (n) = r(2n), r impar : {0, 1 2, 3} -C, rimpar (n) = r(2n + 1) li se poate aplica direct formula obținuta la punctul anterior 3 13 24 Spatiul functiilor periodice r: Z —>C cu perioada N se poate identifica cu CN asociind functiei r elementul x = (x0, ,xN-1) GCN cu xn = r(n) Obtinem în acest fel transformarea Fourier pe CN, adica TV-1 F:CN —>CN : x F[x], unde F[x]k = e-N knxn n=0 si inversa ei 1 TV-1 F-1: CN > CN : x F-1[x], unde F-1[x]k = ^^e knxn n=0 3 13 25 Definiție O matrice de forma / co C1 C2 • • Cd-1 \ cd-1 Co C1 • • Cd-2 C = cd-2 Cd-1 co • • Cd-3 (3 26) ț c1 C2 C3 ' • co se numeste matrice circulantă Spații Hilbert finit-dimensionale 169 3 13 26 Teoremă Valorile proprii ale matricei (3 26) sunt coordonatele transformatei Fourier ale primei linii, adica d-1 Xk = knCn cu k G {0,1, ,d—1}, n=0 iar vectorii proprii corespunzători sunt Vk e-2n- ,e-~ (d-1)k t e 2? k Demonstrație Coordonata j a lui Cvk este d-1 d-1 \ 2ni kf 2ni k(n + C} , —211 kj (Cvk)j d ktcd-j+r = 2 ^e d ( VCn = Xke d 3 / 0 n=0 3 14 Transformarea Fourier finită bidimensională 3 14 1 Fie N1,N2 g{2, 3, 4, } Daca k1, k2 GZ, atunci funcția p : Z x Z —y C, ^(m,n2) = e~kn eN2k2”2, (3 27) este o funcție periodica cu perioadele (N1,0) si (0, N2), adică p(«1,«2) = p(«1+N1,n2) = ^(«1,n2+N2), V(«1,n2) G Z x Z (3 28) Daca în (3 27) înlocuim k1 cu k1 + N1 sau k2+N2, atunci p nu se schimba Dintre functiile (3 27) doar N1N2 sunt distincte si ele pot fi descrise utilizand clase de resturi ca fiind cele corespunzatoare lui (k1, k2) G ZN1 x ZN2 Un sistem de reprezentanti pentru ZN1xZN2 este {0, , N1—1}x{0, ,N2—1} 3 14 2 Functiile periodice p : Z x Z —> C cu perioadele (N1,0) si (0, N2) se pot identifica cu functiile p : {0,1, ,N1 -1} x {0,1, ,N2 -1} —> C, iar în cazul în care N1 = 2M1 + 1 si N2 = 2M2 + 1 sunt impare cu ip : {—M1, —M1 +1, , M1} x {—^^2, —^^2 + 1, , M2} —y C 170 Elemente de Algebra Liniara Din relația (3 28) rezultă că putem considera « definită pe ZNi xZN2, adică « : Zn1 x Zn2 —> C 3 14 3 Teoremă Daca « : ZxZ —> C este periodica cu perioadele (N1, 0) și (0,N2), atunci Ni —1 N2 — I 2ni } 2ni i Ni — 1 N2 — 1 2ni 1 2ni 1 «(«1,^2) = nN E £ eWnikieN2n2k2 £ £ e— Wkimie—■k2m2v(m1,m2)) ki=0 k2=0 Ni — 1 N2 — 1 ,«2)=nN e e ki=0 k2=0 mi=0 m2=0 2ni 7 2ni i Ni — 1 N2 — 1 2ni 1 2ni 1 N niki — N n2k2 e- N kimi N k2m2 ( \ Ni e n2 x /L eNi eN2 ^(^1,^2) mi=0 m2=0 Demonstrație Relațiile rezulta direct din teorema prezentata la pag 160-4 3 14 4 Definiție Transformata Fourier a funcției periodice « : Z x Z —> C cu perioadele (N1,0) si (0, N2) este funcția Ni— 1 N2— 1 2 2 — ki ni — k2 n2 F[«] : ZxZ —> C, F[«](k1 ,k2) = N Ne Ni e N «(n1,«2)- ni=0 n2=0 Transformata Fourier inversa a lui « este functia 1 Ni —1N2 —1 2 ■ 2 ' F—1[«]: ZxZ C, F— 1[«](k1,k2)^-— V V - N kinieN2 k2n2«(^,«2)- N1 N2 ni=0 n2=0 3 14 5 Transformatele Fourier ale funcțiilor periodice cu perioadele (N1,0) si (0, N2) sunt functii periodice cu aceleasi perioade, F [F—1[«]] = « si F—1[F [«]] = Astfel, transformata Fourier a functiei « : Zn1 x Zn2 —C este functia F[«] : ZNi xZN2 —> C definită prin relatia F[«](k1,k2)= e— Ni kinie— N2k2n2«(n1,«2), ni€ZNi n2€ZN2 Spații Hilbert finit-dimensionale 171 iar transformata Fourier inversă funcția F : Zjvi xZ;v2 —> C, F 1M(fci,fc2) = ^^- 12 eJV1 kinieN^ k2n2 R definite prin ^(ni,n2) |nm2| ni + n2 + 1 si 2 2 2 ■ 2 ■ o(n n>) — V'' eniki en2k2 f[w|(ki ko) ^2,2(ni,n2) — / > / > e ' e 9 1 [^]^i, ^2), ki=—2 k2 =—2 unde 3 F M(ki ,k2)— ii2 E mi =—3 4 2 ■ 2 ■ E e— kimi e— k2m2 ^(mi,m2) m2 =—4 3 14 8 MATHEMATICA: Programul utilizat pentru a obtine Fig 3 11 Spații Hilbert finit-dimensionale 173 In = M1 = 3; M2 = 4; N1 = 2 M1 + 1; N2 = 2 M2 + 1 f[n , k ] := N[Abs[n k]/(n*2 + k~2 + 1)] Ff[n , k ] := N[(1/(N1 N2)) Sum[Exp Exp f[a, b], {a,-M1, M1}, {b,-M2, M2}]] g[n , k ] := N[Re[Sum[Ff[a, b] Exp[-2 Pi I a n/N1] Exp[-2 Pi I b k/N2], {a,-2,2}, {b,-2, 2}]]] DiscretePlot3D[f[n, k], {n, -M1, M1}, {k, -M2, M2}] DiscretePlot3D[g[n, k], {n, -M1, M1}, {k, -M2, M2}] DiscretePlot3D[f[n, k], {n, -M1, M1}, {k, -M2, M2}, ExtentSize -> Full] DiscretePlot3D[g[n, k], {n, -M1, M1}, {k, -M2, M2}, ExtentSize -> Full] Image[Table[f[n, k], {n, -M1, M1}, {k, -M2, M2}] ] Image[Table[g[n, k], {n, -M1, M1}, {k, -M2, M2}] ] 3 15 Transformarea Fourier unitară 3 15 1 Din relațiile (3 15) și (3 15) rezultă că pentru transformarea Fourier, în afara de (3 20), se poate alege si definiția ușor diferita N-1 2 F^(k) = rN — e-kn^(n)- v n=0 (3 29) în acest caz, transformarea inversa este N-1 2 F-W) = e'^(n) v n=0 3 15 2 Transformarea Fourier (3 29) este o transformare unitara deoarece matricea / 1 1 1 1 1 -ni e n -ni 2 e n 2 -ni q N 2 -nl 4 N 4 \ 1 e-2Nt (N-1) e- 2-NN2(N-1) 1 e-2N (N-1) e- 2(N-1) e- (N-1)- } e e a lui F în raport cu baza ortonormata {ă, ă1,62, , 6N-1} este unitara ± vN-1 e-Nikne jn^mn = f 1 daca k m (modu^ N), n 2^n=e | 0 daca k = m (modulo N) Prin urmare, în cazul transformării Fourier unitare (3 29), avem 174 Elemente de Algebra Liniara F-1 = F* 3 15 3 3 15 4 în cazul N = 2, transformata Fourier unitară a unei funcții : {0,1} —> C este funcția (v pag 161-8) F[^] : {0,1} C, F M(0) = -2 M0)+^(1)), F M(1) = -1 (^(0) — ^(1)), sți ea coincide cu transformata inversaă 1r 1 f , F >](0) = - M0)+^(1)), F-1[d : {0, 1} > C, , \2 F >](1) = - M0) — ^(1)) Fie H un spațiu Hilbert de dimensiune N si {|v0), |v1),|vN 1)} o bază ortonormată în H Asociind vectorului TV 1 |x> = \Vn') C, ^(n) = (vn|x), obtinem o identificare a spațiului Hilbert H cu spatiul Hilbert al functiilor periodice cu perioada N Prin acesta identificare, definitia (3 29) corespunde relațtiei N 1 4, toate cele patru numere sunt valori proprii si operatorii P0 = 4 (I + F + F2 + F3), P2 = 4 (I — F + F2 — F3), care satisfac relatiile Pk* = Pk, Pk P = Pk, P1 = 1 (I + iF — F2 — iF3), P3 = 1 (I — iF — F2 + iF3), P0 + P1 + P2 + P3 = I, sunt proiectorii ortogonali corespunzatori, adica FPk = (—i)k Pk, oricare ar fi k G {0,1, 2, 3} Transformarea Fourier F admite descompunerea spectrală 3 F 12 Pk = P0 — iP1 — P2 + iP3 k=0 3 15 6* Polinoamele Hermite dk Hk(x) = (—1)k ex —k e-x , k G {0,1, 2, } verifica relatiile de recurentă Hk+1(x) — 2x Hk (x) + 2k Hk-1(x) = 0, Hk (x) = 2k Hk-1(x) în cazul transformării Fourier continue 1 f f ■ >F [/], unde F [/]( (x) dx, v 2n J-^ 176 Elemente de Algebra Liniara funcția Hermite-Gauss fk : R —> R- x2 fk (x) = Hk (x)e 2 , este funcție proprie F [fk ] adică (v , pag 194) 1 r c y/'2^ j— c = (—i)k fk, ZC 2 e lix Hk(x) e— "2 dx = (—i)k Hk (£) e— -c si 2 3 15 7* Plecând de la funcția periodică $k : R ■ R, $k (x)= E Hk( , (aN+s)) e 2^ a= —C ' V ' cu perioada N, definim funcția fk : ZN —> R, fk(n) = $k(n) 3 15 8* Teoremă Pentru orice k G{0,1, 2, }, funcția fk : ZN —> R, fk(n)= E HJ (aN+n))e— N(aN+n)2 este funcție proprie a transformării Fourier finite 1 N— 1 n£ e— Wjnfk(n) = (—i)kfk(j), v n=0 adică F [fk] = (—i)k fk Demonstratie Funcția periodica $k(x) admite dezvoltarea în serie Fourier oc $k(x) = 52 a£ e2n£x £=—c cu coeficiențtii = N f0N e— 2n£x^k(x) dx z ! x 2 1 1 p N — 2ni £x 2^ — lL/2n (aN l ij) „ / l~2n / ap, \\ j = N J0 e N “ E e nv p Hk ( G Np (aN+x)l dx a=—c v Notand t = \f^N (aN+x) si utilizand formulele Hk (—x) = (—1)k Hk (x) si Spații Hilbert finit-dimensionale 177 f (t) dt = f (t) dt obținem relația ae = e 1 *2 Hk (t) dt -i£p[Î& - 1fi TT u e V N e 2 * Hk (t) dt e 2 *2 Hk (t) dt Hk 1 1 /N /2n (-i)k - e-/N e n/2 N n e h care conduce la / x S 2ni fx (-i)k 2ni fx — n fi TT ( „ / Mx) = E a£ e N ' = —N E e N ' e Hk [iJNd £=-c ' N £=-c v 7 Din relația fi(j) = (/r £ e3?■>'e-Ne Hk v N £=-x v v 7 = (-i)k /N £1 £«=— ejaN+n) e-(aN+n)2 Hk (aN + n)\ VN n=0 V V 7 N- 1 Q ■ OO r> / I - \ = (-i)k /1N E ' ' E e-N(aN+n)2 Hd (aN + n)} v n=0 a=-^ * 7 N-1 2ni = (—i)k /NE e 2N jn^k (n) N n=0 obținuta cu ajutorul egalitații oc N-1 oc $2 52 ^(aN+n) £=-c n=0 a -c rezulța 1 N-1 -n£ e-0k(n) = (—i)k^k(j), n=0 oricare ar fi j G ZN 178 Elemente de Algebra Liniara 3 15 9 Deoarece spațiul Hilbert al funcțiilor de forma : ZN —y C este un spațiu de dimensiune N, dintre funcțiile ok cel mult N sunt liniar independențe 3 16 Elemente ale structurii unui spatiu Hilbert 3 16 1 Vom considera cazul unui spatiu Hilbert H de dimensiune impara, d = 2s + 1, desi majoritatea rezultatelor prezentate sunt valabile si în cazul în care H are dimensiune para Spatiul H se poate identifica (utilizand o baza ortonormată) cu Cd si Îl vom privi ca fiind spatiul tuturor functiilor de forma : {—s, — s +1, , s — 1 ,s } —y C considerat cu produsul scalar s = E ^(n) ^(n)- n=-s 3 16 2 Functiile {6k}sk=-s, unde 6k : {—s, —s +1, , s — 1, s} —y C, (1 dacă k = n, 6k (n) = 6kn =s n ,i / / I 0 daca k = n, formeaza o baza ortonormata, numita baza canonică sau baza computațională s E |k)(k| = I k=-s s =1E |kxkM = E ^(k) |k^- k=-s k=-s Scriind În loc de 6k avem {k\ty = 6kc, țsi s 3 16 3 în reprezentarea aleasa, transformarea Fourier directa este F : Cd —y Cd : y F[^], F[^](k) = — £ e-™kn Cd : Q^, (Q^)(n) = n^(n), iar functiile {lk)}k=—s sunt functii proprii ale operatorului autoadjunct P : Cd —> Cd, P = F *QF Avem Qln) = «ln), oricare ar fi Plk) = klk), oricare ar fi si descompunerile spectrale Q = E n \n}(n\, n=-s n E{-s, —s + 1, , s — 1, s}, k G{—s, — s+1, ,s — 1,s} s P = E k lk> Cd, A = E e-~k\k)(k\, k=-s B = E e~ n\n)(n\, n=-s verifica relatiile (adunarea se face modulo d) A"\n( = \n+a), Aa\k) = e-ka\k), B3\n) = e n3\n), B3\k) = \k+fi), (Aa^)(n) = tp(n — a), Ad = Bd = I, (B3 C este F[f] : R —C, F[f](£) = fZ e-i?xf (x) dx Transformata Fourier a functiei gaussiene (v Fig 3 12) gK : R —> R, gK(x) = e-2x2, unde k E (0, w) este un parametru, este o functie de aceeasi forma F [g« ] Utilizand metodele de la pag 176-8 se poate arata ca funcțiile (v Fig 3 12) oc g : {—s, —s + 1, ,s — 1,sW R, g»= e- 22 (ad+n)2, a=-z verifica relația similara F [gK ] -g g 1 V k k Funcțtiile gK pot fi privite ca versiuni finite ale funcțtiilor gaussiene gK Spații Hilbert Gnit-dimensionale 181 Figura 3 12: Funcțiile g2/s, g2/3 (stânga) și gs/2, g3/2 (dreapta) in cazul d = 31 3 16 8 Funcția gi, cu proprietatea F[gi] = gi, este un analog finit al gaussienei 1 2 gi(x) = e~îx~, iar funcția normată (v Fig 3 13) g=n^> unde ||gi||2 = £(gi(n))2, llgill ,^ s este un analog finit al gaussieniei normate Distribuția binomialâ b:{—s,— s + 1, , s — 1, s} —b(ri) = C^n 1 2 poate și ea fi privită ca un analog finit al gaussienei pi( r) = e~îx~ deși S Q • 2s Q C[(>](k) = E Cl,e-TW- ) = 73^ (> +•-= 73 («S‘ +•-S‘) * = 73 “s2> Distribuția binomială normată (v Fig 3 13) s 2s b = îîjtt, unde ||(>||2 = E (c2'+")2 = E(Ci)2 = c2; n=—s j=0 este un alt analog finit al gaussieniei normate ie ’H" 3 16 9 Sistemele de d2 vectori {|a, (3)}sa /3= s și {|a, (3))}sa ș= s, unde |ck, /3) = D(a, /5)|g) = e~^a/3 e^^gțn —a)|n), n= — s |ck, /3}) = D(a, /5)|b) = e-2^01!3 e^^bțn —a)|n), sunt frame-uri exacte in Cd deoarece 182 Elemente de Algebră Liniară Figura 3 13: Gaussienele finite g (stânga) și b (dreapta) in cazul d = 31 2 5Z \a,f3){a,(3\ = I și ZL (3\ = I a,fi= — s a,fi= — s Ele pot fi privite ca versiuni finite ale sistemului de stări coerente standard {| Cd ii putem asocia funcția Z+{-s, -s + 1, , s —1, s} x {—s, -s + 1, ,s-1,s}— definită prin formula JXa,/?) = (a,(3\A\a,/3) Corespondențe similare intre funcții și operatori liniari se pot defini utilzând frame-ul { |ce, /?» }^ /3= s 3 16 11 Unei funcții p:{—s, —s+1, , s —1, s} — i se poate asocia funcția, Wigner discretă Spații Hilbert finit-dimensionale 183 3 16 12 : {—s, —s + 1, , s — 1, s} x {—s, —s + 1, , s — 1, s} —>• C, definițăa prin 1 s HG(n,m) = - 52 e“mk R, s+m Km(n) = £(—1)k C’k+n CS+m-k k=0 verifica relația s C2+n Km(n) K(n) = 4s C^m , (3 31) n=-s 184 Elemente de Algebra Liniara oricare ar fi m,fi E{—s, —s + 1, ,s — 1,s} Demonstrație Polinomul de două variabile s s / s \ P (X,Y ) E E E Km (n) Ke (ri)j Xs+m Y' m=-s £=-s \n=-s / se mai poate scrie P (X,Y)= ± C2s+n E Kk (n) Xs+m ± K (n) X■ n=-s m=-s £=-s E C2s+n (1—X)s+n(1+X)s-n(1 — Y)s+n(1+Y)s-n n=-s = [(1—X)(1 —Y) + (1+X)(1 +Y)]2s 4s (1+ XY)2s 4S Cs+mXs+mYs+m m=-s 3 16 15* Se stie ca functia hipergeometrică unde a, b c (a)k (b)k zk (c)k k! ’ (3 32) (a)k — a(a+1) (a+k — 1) r(a+k) r(a) verifică relatia 2F1 —n, fi Y r(Y) r(Y—fi+n) F fi —n, fi r(Y+n)r(Y—fi) 2 + fi—Y—n+1 Utilizand această relație obținem egalitatea 1 — z 2 F1 m, —s r(1—n —m) r(2s + 1) 1—n r(s—n+1) r(s —m + 1) 2F1 —s m, —s —2s s n m 1 n 2 Deoarece (—a)k (—a)(—a+1) (—a+k — 1) (—1) k r(a+1) r(a — k+1) ’ relatia anterioarăa se poate scrie sub forma s+u (-1)k r(s+m+1) r(s+n+1) r(1-m-n) k! r(s+m-k+1) r(s+n-k+1) r(1-m-n+k) k=0 r(i-n-m) r(2s+i) f i—s — m, —s—n r(s-n+1) r(s-m+1) 2 2s 2 sau sub forma Spații Hilbert finit-dimensionale 185 s+m E(-1) k=0 k r(s+n+1) r(s-n+1) k! r( s+n-k+1) r (s+m-k+1) r (1—m-n+k) r(2s+1) r(s+m+1) r(s—m+1) 2F1 m, —s —2s echivalentă cu s+m E ( —1)k C k=0 C s+m—k Cs—n s+m —s = C2s 2F1 —m, —s —n adică cu —2s —s n 2 2 Km(n)= Cs+m 2F1(—S -m2—S -n 2 3 16 16 Din relațiile (3 31), (3 32) și (3 33) rezultă că funcțiile Kravchuk Km(n) = C2+m ' 2F1(-s—m2—s - n 2 formează u bază ortonormată în Cd s 52 Km(n) Ke (n) = n=-s și în plus Km(n) = Kn(m), (3 33) (3 34) oricare ar fi n,mG{—s, —s + 1, ,s — 1,s} Scriind |m} în loc de Km avem s H®K, definit prin (A®B) (x ® y) = (Ax) ® (By) pentru elementele de forma x ® y si extins prin linearitate la H®K 3 17 6 Daca A:H—>H, B:K—>K sunt operatori liniari, |a)GH, |0g£ sunt vectori proprii corespunzatori valorilor proprii a, b, adica A|a) = a |a) si B|b) = b |b), atunci (A®B) (|a>® |b>) = ab (|a>® |b>) si (A®I+I®B) (|a>®|b>) = (a+b) (|a>®|b>), adica ab este valoare proprie a operatorului A ® B, iar a+b este valoare proprie a operatorului A®I+1®B 3 17 7 Propoziție Daca A:H—>H și B: K—>K sunt operatori liniari definiți pe spațiile Hilbert H si K, atunci (A® B )* = A* ® B * Demonstratie Din relatiile ((A®B)(x®y),z®u) = (x®y, (A®B)*(z®u)) si ((A®B)(x ® y),z ® u) = ((Ax)® (By),z ®u) = (Ax,z)(By,u) = (x, A*z)(y, B*u) = (x®y, (A*z)®(B*u)) = (x®y, (A*®B*)(z®u)) verificate oricare ar fi x,zGH si y,uGK, rezulta (A®B)*(z®u) = (A*®B*)(z®u), oricare ar fi zGH si uGK, si prin urmare (A®B)* = A*®B* Spații Hilbert finit-dimensionale 189 3 17 8 Teoremă Produsul tensorial a doi operatori autoadjuncți este autoadjunct Produsul tensorial a doi operatori unitari este operator unitar Produsul tensorial a doi operatori pozitivi este operator pozitiv Produsul tensorial a doi proiectori este proiector Demonstrare Afirmațiile din enunț pot fi verificate folosind propoziția anterioară Alternativ, se pot utiliza rezultatele prezentate la pag 35-8, pag 36-10 si pag 95-22 3 17 9 Teoremă (Existenta si unicitatea urmelor partiale) Pentru orice T eL(H ® K) exista X eL(H) și Y gL(K) astfel încât tr((A ® I)T)=tr(AX), oricare ar fi A eL(H), tr((I ® B )T )=tr(BY), oricare ar fi B gL(K), si ei sunt unic determinași DemonstraȘie Pentru forma liniara L(H) —> C : A tr ((A ® I)T) definita pe spatiul Hilbert L(H) există X eL(H) astfel încat (v pag 116-2) tr((A ® I)T) = (X*,A}, oricare ar fi AeL(H) Dar, (X*,A} =tr(XA) Demonstrata existenței si unicitatii lui Y este similara 3 17 10 Definiție Urmele partiale ale unui operator TeL(H ® K) sunt operatorul liniar tr1T : K —> K care verifica relatia tr((I ® B)T)=tr(B tr1 T), oricare ar fi B eL(K), si operatorul liniar tr2 T : H —> H care verifica relatia tr((A ® I)T)=tr(A tr2 T), oricare ar fi A eL(H) 3 17 11 Formele liniare țyiWj | = {Vi | ' {Wj | = V ® formeaza baza duală a spatului (H ® K)* deoarece {viWj\vkW(ț) = (Vi|vfc){wjW(ț) = âik dj£ Elementele matricei unui operator 190 Elemente de Algebra Liniara T : H K >H K în baza { \viWj) | i E {1,2,n}, j E {1, 2,m} } sunt Tkj = (viWj\T\vk we) 3 17 12 Teoremă Urmele parțiale ale lui T gL(H®K) sunt operatorii n triT:K—>K cu elementele matriceale {wj\triT|w^) Tj', i=1 m tr2 T:H—cu elementele matriceale (vi|tr2 T\vk) ^2 Tj■ j=1 Demonstrație A se vedea pag 38-17 3 17 13 Definiție Transpușii partiali ai lui TeL(H ® K) sunt operatorii tvT : H K —> H ® K cu elementele matriceale t1Tj = Tkj, t2T : H ® K —> H ® K cu elementele matriceale t2Tj = Tj 3 17 14 Teoremă Dacă |$) = $ij |vi Wj) este un element al spahiului H®K și / $11 $1m \ £ = y $n1 y este matricea corespunzătoare, atunci tr1 |$)($| =¥*¥ §i tr2 |^)($| = Demonstra tie Avem n n -r /an \i-t r IfbX/ffSlM/»/, \ V"' /'l \/ lVj V"' chil (/fS*rîS V \wjKtr1|$M$|)|W) = 2^(|^A^|)i£ = (^ $)^, i=1 i=1 (Vi|(tr2|$)($|)|vfc) = Z = E $ij lm \ y $n1 $nm / 3 17 16 Teoremă (descompunerea Schmidt) Daca r este rangul Schmidt al lui atunci exista numerele p1 > • • • > pr > 0 si doua baze ortonormate , |an)} în H si {|b1), •••, |bm)} în K astfel încat r I$> = Ș2 \ak) ® \bk)• k=i Demonstrație Fie {|v1>, , |vn)} o baza în H, {|w1),\wm)} o baza în K si fie |$( = j |vj( ® |wj) Operatorul autoadjunct tr2|$)($| :H-^H, tr2|^> = £ ă (x|Vi){v 0 j j Daca {|a1(, , )} este baza ortonormata în H formata de vectorii proprii ai operatorului tr2|$)($| si dacă p1 > p2 > • • • > pn > 0 sunt valorile proprii corespunzatoare acestor vectori, atunci n tr2|$X$| ^2^k Iak]{ak| k=1 Fie r' astfel încat p1 > p2 > • • • > pr/ > 0 = pr'+1 = • • • = pn Punand [vi) = ck|ak), obținem relatia n £ $ij ck Cs£ \ak)(as| ^2 ^k |ak){ak|, j k=1 posibilaă numai dacaă £ $ij £j ck cs£ = pk bks j Din aceasta relație rezultă că {|b1), , |br/)}, unde 192 Elemente de Algebra Liniara \b,)=4=’" cf w > vW este un sistem ortonormat și ’ij ck\wj) = 0, pentru k E{r'+1, ,n} Sistemul {\b1),\br/)} poate fi extins până la o bază ortonormată {|bi>, \bm)} si avem rz \’) = ’ij \vj> ® \wj) = ’ij ck \ak) ® \wj) = V^k \ak) ® \bfc) k=i cu r' = r deoarece rangul Schmidt este independent de baza utilizata Capitolul 4 Forme pătratice 4 1 Definiție si exemple 4 1 1 Definiție Fie V un spațiu vectorial peste corpul K, unde K = R sau K = C Prin forma biliniara se întelege o aplicatie g : V x V —> K astfel încat g(ax+Șy, z)= ag(x,z)+ Șg(y,z) Vx, y, z G V, Va, Ș G K g(x, ay+Șz) = ag(x,y) + Șg(x,z) 4 1 2 Alegand o baza {e1 ,e2, ,en} si utilizand reprezentarile n x = V Xiei, ale vectorilor x și y obținem n y = 12 yj ej j=1 g(x,y) = g\Tln=ixiei, EjUyj j nn = i=1 j=1 g11 gi2 • ■ g1n = (xi X2 Xn) g21 g22 • • g2n gn1 gn2 • ' gnn xi yj g(ei, ej ) W y1 \ y2 7 \yn 7 unde gij = g(ei ,ej) 193 194 Elemente de Algebra liniara 4 1 3 Definiție Fie g: Vx V —>K o formă biliniară și B = {ei, e2,en} bază în V Matricea g11 g12 • ' g1n / g(e1,e1) g(e1,e2) • • g(e1,en) \ G = g21 g22 • • g2n = g(e2, e1) g(e2, e2) • • • g(e2,en) gn1 gn2 • ' gnn / g(en, e1) g(en, e2) • • • g(en , en) se numeste matricea lui g în raport cu baza B 4 1 4 Propoziție Fie g:VxV—>K o formă biliniară, B, B' două baze în V și S matricea de trecere de la B la B' Daca G este matricea lui g în raport cu B si G' este matricea lui g în raport cu baza B', atunci G' = *S G S (4 1) Demonstrație Fie B = {e1, e2, , en}, B' = {ei,e'2, ,e'n}, ei jn=j=1 aji ej, adica / a11 a12 • • a1n S = a21 a22 • • a2n an1 an2 • • ann / si fie gij = g(ei,ej), gij = g(ei,ej)• Avem gij = g(ei, ej) = g 02k=1 aki ek, Ș2m=i amj em) = 52fe=1 52m=i aki amj g(ek, em) = 52fe=1 52m=1 aki gkm amj, relație echivalenta cu (4 1) 4 1 5 Expresia în coordonate n n gij aki amj gkm k=1 m=1 a relatiei G' = *S G S, obtinuta în demonstrata propozitiei, ne arată ca orice forma biliniara este un tensor de tip (0,2) 4 1 6 Definiție Spunem ca forma biliniară g : VxV —> K este o formăa biliniarăa simetricăa dacăa g(x,y) = g(y,x), Vx,y gV Forme pătratice 195 4 1 7 Definiție O aplicație Q : V —> K este numita forma pătratică dacă exista o formă biliniara simetrica g : V x V —> K astfel încât Q(x) = g(x,x), Vx GV 4 1 8 Propoziție Fiecărei forme patratice Q : V —> K îi corespunde o singură forma biliniara simetrică g : V x V —> K astfel încât Q(x) = g(x,x), Vx GV Demonstrație Din relatia Q(x + y) = g(x + y,x + y) = g(x, x) + g(x, y) + g(y, x) + g(y, y) = Q(x) + Q(y) + 2 g(x,y) rezulta g(x, y) = 1 ( Q(x + y) - Q(x) - Q(y)) , Vx,y G V 4 1 9 Daca Q : V —> K este o formă patratică si g : V x V —> K forma biliniara simetrica asociata, atunci alegand o baza {ei,e2, ,en} obtinem relația n Q(x)=Ș^ gijx»xj = (xi x2 xn) i,j=i gii g2i gi2 g22 ••• gin \ ( x1 \ g2n X2 \ gni gn2 • • • gnn / ț xn y unde gij = g(ei, ej) si xi, x2, , xn sunt coordonatele lui x în baza aleasa / 4 1 10 Definiție Matricea unei forme patratice în raport cu o baza este matricea formei biliniare simetrice asociate în raport cu acea baza 4 1 11 Aplicatia Q : R3 —> R, Q(xi, x2, x3) = xi + 3x2 + x2 — 2xix2 — 4xix3 este o formăa păatraticăa deoarece existaă forma biliniarăa simetricăa 196 Elemente de Algebra liniara g : R3 x R3 —> R, g((xi ,X2,X3), (yi,y2,y3)) = xi yi +3 X2 y2 + X3 y3 -xi y2 - X2 yi - 2xi y3 - 2x3 yi astfel încât Q(xi, x2, x3) = g((xi, x2, x3), (xi, x2, x3)) 4 2 Reducerea la forma canonică 4 2 1 Matricea unei forme patratice depinde de baza aleasa In aplicații, este avantajoasa utilizarea unei baze în raport cu care expresia în coordonate a formei patratice sa fie cat mai simpla 4 2 2 Definiție Spunem ca forma patratica Q : V —> K are în raport cu baza {ei, e2, , en} forma canonica dacă matricea lui Q în raport cu aceasta baza este o matrice diagonala Ai 0 • ■ 0 \ G = 0 A2 • • 0 \ 0 0 • ' An / adica, expresia în coordonate a formei Q în raport cu acesta bază este de forma Q(x) = Ai xi + A2 x2 + -+ Xn x2n 4 2 3 Expresia “forma pătratica Q : V —> K are în raport cu baza {ei, e2, , en} forma canonica” trebuie înteleasă în sensul “functia Q : V —> K are în raport cu baza {ei,e2, ,en} expresia cea mai simplă ” 4 2 4 Teoremă (Gauss) Orice forma patratica poate fi redusă la forma canonica, adica, pentru orice forma patratica Q : V —> K, exista o baza în raport cu care expresia lui Q are forma Q(x) = Ai xi + A2 x2 + + An xn Forme patratice 197 Demonstrație Baza căutată poate fi obținută în toate cazurile utilizând metoda prezentată în rezolvarile urmatoarelor doua exerciții 4 2 5 Exercițiu Sa se reduca la forma canonică forma patratica Q : R3 —> R, Q(xi,X2,X3)= x2+3x2 + x2 — 2x1x2 — 4x1x3, indicand țsi baza utilizatăa Rezolvare Deoarece x = (x1, x2, x3) = x1 (1,0,0) + x2(0,1,0) + x3(0,0,1), numerele x1, x2, x3 pot fi privite ca fiind coordonatele vectorului x G R3 în raport cu baza canonica B = {e1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1)} Grupand într-un patrat termenii care contin pe x1, si apoi pe cei care contin pe x2, obtinem relatia Q(x) = (xi — x2 — 2x3)2 + 2x22 — 3x32 — 4x2x3 = (xi — x2 — 2x3)2 + 2(x2 — x3)2 — 5x3 = xi2 + 2x'22 — 5x32 care ne sugereaza necesitatea de a cauta o baza B' = {ei, e'2, e3} astfel încat coordonatele xi, x'2, x3 în raport cu baza cautata B' sa se exprime cu ajutorul coordonatelor x1, x2, x3 în raport cu baza canonica B prin relatiile {xi = x1 — x2 — 2x3 x'2 = x2 — x3 (4 2) x3 = x3 Determinarea bazei B' este echivalenta cu gasirea matricei («11 «12 «13 \ «21 «22 «23 I «31 «32 «33 / de trecere de la B la B' Relatiile ej 3=1 «je^ si x 3=1 x^ = Ș2|=1 xjej conduc la relațtia 3 3 33 3/3\ Ș2x;ei = Ș2xjej = 52 xj 52 ®ijei 52°^xj ei, i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1 y echivalentăa cu 198 Elemente de Algebra liniara x1 = aii x'1 + 012 x'2 + 013 x'3 X2 = 021 xi + 022 x2 + 023 X3 X1 = 031 xi + O32 xz2 + O33 x3 Numerele 0ij pot fi imediat identificate dacă, folosind relațiile (4 2), exprimăm x1, x2, x3 cu ajutorul coordonatelor x1, x'2, x'3 x1 = x1 + x'2 + 3x3 x2 = x'2 + x3 X3 = X3 Se obtine 113 S =011 , \ 0 0 1 / ceea ce conduce la B' = {e1 = (1,0,0), e'2 = (1,1,0), e3 = (3,1,1)} în raport cu această baza Q are forma canonica Q(x) = x12 + 2xz22 — 5x32 4 2 6 Exercițiu Să se reduca la forma canonică forma pătratica Q : R3 —> R, Q(x1, x2, x3) = x^ + x^ + x2x3, indicand si baza utilizata Rezolvare Efectuam mai întâi schimbarea de coordonate rp zp^ I zp^ x1 — x1 i- x x2 = x1 — x2 x3 = x3 care conduce la Q(x) = x12 — x22 + 2x1x3, si apoi utilizam metoda folosită în exercitiul anterior Se obtine Q(x) = (x1 + x3)2 — x22 — x32 = xi2 — x22 — x32, unde zp^ - zp^ I zp^ x1 — x1 i- x3 zp^ - zp^ x2 = x2 zp^^ - zp^ x3 = x3 Forme patratice 199 Exprimând coordonatele inițiale xi, x2, x3 în funcție de cele finale x", x2, x'fi {rp rp^^ I rp^ rp^ x" — x" + x2 x^ x2 — x’{ — x’2 — x’3 x3 — x'3, rezultă ca matricea de trecere între baza inițialâ {ei — (1,0,0), e2 — (0,1,0), e3 — (0,0,1)} și baza finala B" — {e", e2>, e'3} este / 1 1 —1 \ S — 1 —1 —1 , 001 ceea ce conduce la B" — {e" — (1,1,0), efi, — (1, —1,0), efi — (—1, —1,1)} în raport cu aceasta baza, Q are forma canonica Q(x) — x — x22 — x'3/2 Teoremă (Jacobi) Fie Q : V —> K o forma patratica și fie ( 9ii 912 • • • gin 92i 922 ■■■ 92n \ gni gn2 ' ' ' gnn / matricea ei în raport cu o baza B Daca Ai — gii — 0, A2 — gii gi2 g2i g22 — 0, gii 9i2 • ' gin An — 92i 922 • ' 92n — 0, gni 9n2 • ' gnn atunci exista o baza B' în raport cu care Q are expresia Q(x) — 12 A1 A" x" 'a x j 2 2 + ■■■ + An-i An 2 xn Demonstrație Fie B — {ei,e2, ,en} și fie g : V x V —> K forma biliniara simetrica corespunzatoare lui Q Aratam ca există o baza B' formata din vectori de forma 200 Elemente de Algebra liniara ei = «11 ei e2 = «12 ei + «22e2 en — «ine1 + «2ne2 + ' ' ' + «nnen satisfăcând pentru orice j G {1,2, relațiile ( g(ej , ei) — 0 g(ej , e2) — 0 g(ej ,ej i) = 0 g(ej , ej) = 1 adicăa gii«ij + g2i«2j + ' ' ' + gji«jj = 0 gij i«ij +g2j i«2j + -+ gjj i«jj = 0 gij aij + g2j «2j + • • • + gjj ajj = 1 Si câ în raport cu astfel de bazâ Q are expresia indicată Deoarece (4 3) gii gi2 • • gij Aj = g2i g22 • ' g2j =0 gji gj2 • • gjj sistemul (4 3) este un sistem Cramer care permite determinarea coeficientilor «ij, a2j, , «jj ai lui ej In particular, «jj = Aj i/Aj si gjj = ^(ej ,ej) = g(ej, «ik ei + «2k e2 + + «jj ej) = «ij g(ej, ei)+«2j g(ej, e2) + ' ■■+«j ij g(ej, ej i)+«jj g(ej ,ej) = «jj Daca k R este o formă patratica a cărei matrice în raport cu o bază ortonormata B este Forme pătratice 201 G = i' gii gi2 •• • gin g2i g22 ■■■ g2n \ gni gn2 ' ' ' gnn / atunci există o baza ortonormata B' în raport cu care Q are forma Q(x) = Ai xi + A2 x2 + • • • + An xln , unde Ai, A2, , An sunt valorile proprii ale matricei G Demonstrație Fie B = {ei, e2, , en} Relația n A : V —> V, Aei gji ei, j=i defineste un operator autoadjunct a carui matrice în raport cu baza B coincide cu matricea G a lui Q în raport cu aceeasi bază Deoarece A este diagonalizabil, există o baza ortonormata B' = {e^, e'2, , e'n} formata din vectori proprii ai lui A în raport cu care matricea lui A este A / Ai 0 • • 0 0 A2 • • 0 0 0 • • An / Notand cu S matricea de trecere de la B la B' avem A = S -iGS Pe de alta parte, stim ca matricea G' a formei patratice Q în raport cu baza B' este G' = tS GS Deoarece matricea de trecere între două baze ortonormate este o matrice ortogonală, avem S-1 = tS si G' = tS GS = S-iGS = A1 = / Ai 0 •• •0 0 A2 • • •0 0 0 •• • An / 202 Capitolul 5 Conice și cuadrice 5 1 Conice 5 1 1 Vom prezenta în continuare unele aplicații ale algebrei liniare în geometrie 5 1 2 Definiție Prin conica se înțelege mulțimea soluțiilor unei ecuații de forma aii x2 + 2 ai2 xy + a 22 y2 + 2aio x + 2020 y + aoo = 0, (5 1) avand cel puțin unul dintre coeficienții a11, a12, a22 nenul 5 1 3 Ecuația x2 + y2 - 4 = 0 (5 2) este ecuația unui cerc, 9x2 + y2 - 1 = 0 (5 3) este ecuația unei elipse, x2 - y2 - 1 = 0 (5 4) este ecuația unei hiperbole, y2 - x - 1 = 0 (5 5) este ecuația unei parabole, iar x2 - y2 = 0 reprezinta ecuația a doua drepte concurente 203 204 Elemente de Algebră liniară Figura 5 1: Cercul, elipsa, hiperbola și parabola definite de ecuațiile (5 2) - (5 5) 5 1 4 In cazul unei translații de vector (a?o,2/o) a reperului, urmate de o rotație de unghi a, legătura intre coodonatele (x,y) ale unui punct in raport cu reperul inițial 7Z și coordonatele (a?', y') ale aceluiași punct in raport cu reperul final 7Z' este (v Fig 5 2) x = xq + x' cos a — y' sin a y = yo + x' sin a + y' cos a ' 5 1 5 In urma schimbării de reper (translație cu (2,1), urmată de rotație de unghi ^) Conice și cuadrice 205 Figura 5 2: Schimbarea de reper (5 6) ecuațiile conicelor (v Fig 5 3) x2 + y2 — 4x — 2y + 1 = 0 (5 7) 13x2 + 13y2 — 10xy — 42x — 6y — 27 = 0 (5 8) 2xy — 2x — 4y + 3 = 0 (5 9) x2+y2 — 2xy — (2W2)x+(2^/2)y+W2 —1 = 0 (5 10) devin (v (5 2) - (5 5) ) x/2 + y/2 — 4 = 0 9 x'2 + 1 y/2 — 1 = 0 x'2 — y/2 — 1 = 0 y/2 — x' — 1 = 0 5 1 6 Teoremă La o schimbare de reper, ecuația unei conice aii x2 + 2 ai2 xy + 022 y2 + 2aw x + 2a20 y + aoo = 0 se transforma într-o ecuație de aceeași forma, 206 Elemente de Algebră liniară Figura 5 3: Cercul, elipsa, hiperbola și parabola definite de ecuațiile (5 7) - (5 10) a'n x2 + 2 a'12 xy + a'22 y2 + 2a'lo x + 2a'2O y + a'oo = 0, iar parametrii I — du + an, 6 — a-n «12 «12 «-22 a-n a-12 a-io «12 a-22 a-20 io a-20 a-oo rămân invarianți, adică Conice și cuadrice 207 011 + 0-22 — ^11 + 0-22, 011 012 012 022 — 011 012 012 022 011 012 010 011 012 010 012 022 020 — 012 022 020 010 020 000 010 020 0()0 Demonstrație Relația f (x, y) — an x2 + 2 012 xy + 022 y2 + 2010 x + 2020 y + 000 se poate scrie în forma matriceala utilizand notațiile f (x,y) —( x y 011 012 010 010 020 x y 012 022 020 011 012 012 022 Relațtia x — x0 + x1 cos a — y1 sin a y — y0 + x' sin a + y' cos a se poate scrie sub forma x cos a — sin a x0 y — sin a cos a y0 1 0 0 1 sau X \ / R 1 ) \ 0 X1 1 utilizand notațtiile cos a sin a — sin a cos a Din relatia X x y 208 Elemente de Algebra liniara f (x,y) =(t X A tB BX aoo 1 = (tX‘ tR tT R T\/X' 01 1 A' tB' rezultă că, în urma schimbării aceeași formă, B' aOo de reper, f (x, y) se transforma într-un polinom de A' B' aOo tR tT AB tB aoo A tB B aoo 0 \ / A B 1 ) \ tB aoo X' 1 A 0 1 Si A! = tRAR, adică / a'n azX2 \ \ ai2 a22 / relație care conduce la 6' = 6 si I' = I — sin a cos a cos a sin a \ f a11 ai2 \ [ cos a — sin a cos a ) \ ai2 a22 I \ sin a 5 2 Reducerea la forma canonică 5 2 1 în cazul unei translații a reperului ( x = xo + x' t y = yo + x', polinomul f (x, y) = aii x2 + 2 ai2 xy + a22 y2 + 2aio x + 2a2o y + aoo se transforma în f (x1, y1) = aii x'2 + 2ai2 x' y' + a22 y/2 + 2(an xo + ai2 yo (5-11) + aio)x' + 2(ai2 xo + a22 yo + a2o)y' + f (xo,yo)- Conice și cuadrice 209 5 2 2 Definiție Spunem că punctul (xo,yo) este un centru al conicei (5 1) dacă, în raport cu reperul translatat cu (xo,yo), avem f~(x',y') —0 • ■ f(-X, -y')=0 (5 12) Propoziție Punctul (xo, yo) este un centru al conicei (5 1) daca și numai dacă aii xo + ai2 yo + aio — 0 ai2 xo + 022 yo + a2o — 0 (5 13) Demonstrație Afirmatia rezulta din (5 11) si (5 12) —aio ai2 1 aii —aio —a2o a22 ,S ai2 — a2o 5 2 3 Teoremă a) Daca S — 0, atunci conica (5 1) are un singur centru și anume (xo,yo) — (1 b) în reperul rezultat în urma translatiei cu (xo,yo), ecuatia conicei este /2 / / /2 A aii x +2 ai2 xy+ a22 y + -r — 0 S c) Există un reper în raport cu care ecuatia conicei este Ai X2 + A2 Y2 + - 0, S unde Ai si A2 sunt rădăcinile ecuatiei — 0, adică A2 — IA + S — 0 aii — A ai2 ai2 a22 — A Demonstrație a) în cazul S — 0, sistemul (5 13) are solutia unica (xo,yo) b) Din relația (5 11) rezulta ca ecuatia conicei în reperul rezultat în urma translației cu (xo,yo) este aii x/2 + 2 ai2 x' y' + 022 y'2 + f (xo, yo) — 0 Deoarece valoarea parametrului A nu depinde de reperul utilizat, aii ai2 0 A— ai2 a22 0 0 0 f(xo,yo) relatie care conduce la f (xo,yo) A — â c) Conform teoremei prezentate la pag 200-7, în cazul formei patratice Q : R2 —> R, Q(x', y1') — aii x/2 + 2 ai2 x' y' + am y'"2, 210 Elemente de Algebra liniara există o bază ortonormată a lui R2 formată din vectori proprii ai matricei a11 a12 a12 a22 în raport cu care Q are forma canonica Q : R2 —^ R, Q(X,Y) = A1X2 + A2Y2 Rotind reperul rezultat în urma translației cu (x0, y0) astfel încat axele sa fie dirijate de-a lungul vectorilor proprii ai matricei / a11 a12 \ \ a12 a22 ) , ecuatia conicei devine A1 X2 + A2 Y2 + — = 0 5 2 4 Daca 5 = a11a22 — a22 = 0, atunci cel puțin unul dintre coeficienții a11, a22 este nenul, deoarece în caz contrar am avea a11 = a12 = a22 = 0 Vom analiza cazul a11 = 0, deoarece cazul a22 = 0 conduce la rezultate similare 5 2 5 Teoremă a) în cazul în care 5 = 0, a11 = 0 și A = 0, exista un reper în raport cu care ecuatia conicei este a'22y'2 + 2a20 y' + a'00 = 0 b) în cazul în care 5 = 0, a11 = 0 și A = 0, exista, un reper în raport cu care ecuația conicei este 2A Y =2pX, unde p =\ — -7 V 13 Demonstrație Efectuand o rotație de unghi a a reperului, ( x = x' cos a — y' sin a [ y = x' sin a + y' cos a, ecuațtia conicei devine a/11 x2 + 2 a'12 xy + a22 y2 + 2a'10 x + 2a20 y + a'00 = 0, cu a!11 = —(a11 cos a + a12 sin a)2 a11 Alegand a astfel încat ctg a = — , rezulta a/11 = 0 Avand în vedere invarianța lui 5, rezulta ca a/11a/22 — a'122 = 0, relatie care conduce la a'12 = 0 a) Din relațtia Conice și cuadrice 211 A = 0 0 aîo 0 a22 a2o aio a2o aoo = a10 a22 = 0 rezultă a'1o = 0 în urma rotației considerate, ecuația conicei este '4 y'2 + 2a2o y' + a0o = 0 b) Daca A = 0, atunci a'1o = 0 ți ecuatia conicei a22 y'2 + 2aîo X + 2a2o ti + a0o = 0 se poate scrie succesiv a22 fti + y/^ + 2aîox/ + a'oo = 0 \ a22 / / / \2 / ii /2\ a (y + + 2a IX + a22aoo — a2o \ = 0 a22\ y ' / I ' 2aîo x ' „ / / = 0- a22 2a1o a22 Efectuand translația / / / 2 X I a22a00~a20 X X + 2a1o «Z22 Y = y + 02° a22 ecuațtia conicei devine Y2 = -2^ X a22 Deoarece A = aîo2 a'22 si I = a22, ecuatia se mai poate scrie Y2 5 2 6 Ținand seama ca radacinile ecuatiei A2 — IA + 6 = 0 verifica relatiile Ai + A2 = I, Ai A2 = 6, din teoremele anterioare, rezulta ca exista urmatoarele cazuri: 212 Elemente de Algebra liniara Cazul Ce reprezintaă conica S 0 și IA 0 și IA > 0 multimea vida S > 0 și A = 0 un punct S R este o functie continua, I fiind un interval Prin soluție a ecuatiei (6 1) se întelege o functie derivabila : (a, b) —> R cu (a, b) C I si astfel încat F(x,^(x),^'(x)) = 0, Vx G (a, b) 6 1 2 Definiție Spunem ca ecuatia diferentiala y1 = f (x,y), unde f : D C R2 —> R (6 2) este o ecuatie diferentiala scrisa sub formă normală Prin soluție a ecuatiei (6 2) se întelege o functie derivabila : (a, b) —> R astfel încat: 215 216 Elemente de Algebra Liniara 1) (x,g(x)) G D, Vx G (a, b); 2) g>'(x) = f (x,g(x)), Vx G (a, b) 6 1 3 Ecuația (6 2) se mai poate scrie =f (x'y) (6-3) sau sub forma dy = f (x,y) dx (6 4) numita forma simetrica Soluția ecuației (6 4) se poate cauta sub forma y = y(x) sau x = x(y) sau, mai general, sub forma parametrica x = x(t) y = y(t) Ecuatia (6 4) este caz particular pentru ecuatia P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0, unde P,Q : D C R2 —> R, (6 5) care este forma generală a unei ecuații simetrice Prin solutie a ecuatiei (6 5) se întelege o pereche de aplicatii derivabile g, f : (a, b) —> R astfel încat: 1) (g(t),f(t)) G D, Vt G (a,b) 2) P(ip(t),f(t)) g(t) + Q(g(t),f(t)) f (t) = 0, Vt G (a, b) 6 1 4 Se stie ca daca f : (a, b) —> R este o functie continua, atunci functia F : (a, b) —> R, F(x) = ! f (t) dt JXQ este o primitivă a lui f, oricare ar fi xo G (a, b), adica avem dî(£f (i)dt)=f (x)’ Vx G (a, b) Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 217 6 1 5 Teoremă Fie ecuația cu variabile separabile y' = f (x) g(y), (6 6) f : I — R unde j r sunt funcții continue definite pe intervalele I și J a) Daca y0 G J este astfel încât g(y0) = 0, atunci functia constanta F : I —— R, v(x) = yo este solutie a ecuatiei (6 6) b) Daca y0 G J este astfel încât g(y0) = 0, atunci relatia ry i r x / ———du = / f (v)dv + C, Jyo g(u) Jx0 unde x0 G I §i C este o constanta, defineste implicit o solutie locala y = y(x) a ecuatiei (6 6) (6 7) Demonstrație a) Deoarece ^>z(x) = 0 si g(^(x)) = g(y0) = 0, rezulta ca ^'(x) = f(x) g(^(x)), Vx G I b) Derivand relația (6 7) în raport cu x, considerând y = y(x), rezulta xyb) y,(x)=f (x)' adică y'(x) = f(x) g(y(x)) 6 1 6 Exercițiu Sa se rezolve ecuatia y' = xy Rezolvare Functia constanta : R —— R, ^>(x) = 0 este solutie a ecuatiei Scriind ecuatia sub forma y = x, echivalenta cu y (ln y)' = x, deducem că x2 ln y = — + c, adica unde c si C1 = ec sunt constante y(x) = Ci e 2 , 6 1 7 MATHEMATICA: DSolve[eqns, y[x], x] ( ( x2 In :=DSolve[y’[x] == x y[x], y[x], x] i—— Out = > 6 1 13 Propoziție Soluția generala a ecuației liniare neomogene y' = f (x) y + g(x) (6 9) se obtine adunand solutia generala a ecuatiei liniare omogene asociate y' = f (x) y (6 10) cu o solutie particulara y a ecuatiei (6 9) 220 Elemente de Algebra Liniara Demonstrație Dacă y verifică (6 10) și y verifică (6 9), atunci (y+y)'(x) = f (x) y(x) +f (x) y(x) + g(x) = f (x) (y+y) (x) +g(x) Dacă y și y verifică (6 9), atunci y — y verifică (6 10) (y—y)'(x) = f(x)y(x) + g(x) — f(x)y(x)—g(x) = f(x) (y—y)(x) 6 1 14 Propoziție O soluție particulara y a ecuației liniare neomogene y' = f (x) y + g(x) poate fi găsită folosind metoda variației constantei, căutând-o de forma y (x) = C(x) e''' f Demonstratie înlocuind în ecua(ie, obtinem relatia C'(x) = g(x) e''' f(t)dt care permite determinarea functiei C (x) 6 1 15 Exercițiu Să se rezolve ecuatia y' = y + x 6 1 16 MATHEMATICA: DSolve[eqns, y[x], x] In :=DSolve[y’[x]==y[x]+x, y, x] i—— Out ={{y[x]^ —1—x—exC }} 6 1 17 Propoziție Schimbarea de variabilă z = y1-a permite reducerea ecuafiei y' = f (x) y + g(x) ya, numită ecuatia Bernoulli, la o ecuafie liniară Demonstratie Dacă a = 1, atunci ecuatia este deja o ecua(ie liniară în cazul a = 1, împărtind cu ya obtinem ecuatia y—ay' = f (x) y1-a + g(x) care se poate scrie 7^(y1—a)' = f (x) y1-a + g(x) 1—a Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 221 6 1 18 Propoziție Ecuația Riccati y' = f (x) y2 + g(x) y + h(x) se poate rezolva utilizând schimbarea de variabilă 1 y = dp + z ân cazul ân care se cunoaște o soluție particulară yp Demonstrație în urma schimbării de variabila indicate ecuația devine Z = -(2f (x) yp(x) - g(x)) z - f (x) adica o ecuație liniara 6 2 Ecuații diferențiale liniare de ordin superior 6 2 1 Definiție O ecuatie diferentiala liniara de ordinul n este o ecuație de forma ao(x) y(n) + ai(x) y(n-1) + -+ an-i(x) y' + an(x) y = f (x), (6 11) unde a0, a1, , an, f : I —> R sunt funcții continue definite pe un interval I si a0(x) = 0, oricare ar fi x GI Prin solutie a ecuației (6 11) se înțelege o funcție : I —> R astfel încat: 1) admite derivate continue pana la ordinul n; 2) a0(x) g n (x) + a1(x) ^>(ra-1) (x) + ■■■ + an (x) ^>(x) = f (x), Vx G (a, b) 6 2 2 Teoremă (de existența si unicitate) Daca a0, a1, , an, f : I —> R sunt functii continue si a0(x) = 0, Vx G I, atunci ecuatia diferentiala 222 Elemente de Algebra Liniara a0(x) y(n) + ai(x) y(n 1) + -+ a«-i(x) y' + an(x) y = f (x) admite pentru fiecare (xo,yoo,yoi, ■ ■■,yon-1) G I x Rn o unica soluție p : I —> R astfel încât p(xo) = yoo, p'(xo) = yoi, ■■■ , p(n 1)(xo) = yon-i 6 2 3 Utilizând operatorul diferențial L = ao(x) Dn + ai(x) Dn 1 + + an-1(x) D + an(x), unde D=dx- ecuația (6 11) se scrie D2 = D dx2 ’ dn , Dn = -^-, dxn Operatorul linar Ly = f L : Cn(I) -^ Co(I), unde Cn(I) = { p : I —> R | p admite derivate continue pană la ordinul n }, Co(I) = { p : I —> R | p este functie continuă }, este un operator liniar L(ap + fi fi) = aLp + fi Lfi ^a,fi G R, ^p,fi G Cn(I)■ 6 2 4 Teoremă Spatiul V = { p : I —> R | Lp = 0 } al tuturor solufiilor ecuatiei liniare omogene Ly = 0, este un spatiu vectorial de dimensiune n Demonstrație Daca p, fi G V, atunci L(ap + fifi) = aLp + fiLfi = 0 Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 223 oricare ar fi a, fî G R Conform teoremei de existență și unicitate, pentru xo G I fixat, aplicatia A : V —> Rn, Ap = (p(xo), p'(xo), (xo)) este un izomorfism liniar Rezultă ca spatiile vectoriale V si Rn sunt izomorfe, si prin urmare dim V = dim Rn = n 6 2 5 Rezolvarea ecuatiei Ly = 0 înseamna determinarea spatiului vectorial V = { p : I —> R | Lp = 0 } al tuturor solutiilor, ceea ce se poate realiza indicand o baza {y1, y2, , yn}, caz în care V = {ciyi + C2y2 + -+ cnyn | ci, c2, , cn G R } Functiile yi, y2, yn : I —> R din V formeazaă o bazaă a lui V dacăa sunt liniar independente, adicăa dacăa ai yi + a2 y2 + • • • + an yn = 0 = ai — a2 — • • • = a„ = 0 6 2 6 Propoziție Funcțiile yi, y2, , yn I —> R din V sunt liniar independente daca si numai daca într-un punct fixat xo G I avem yi(xo) y2(xo) •• yn(xo) yi(xo) y2(xo) •• yn(xo) = 0 (6 12) y(n i)(xo) y2n-i)(xo) •• ynn i)(xo) Demonstrație Deoarece A : V—> Rn, Ap = (p(xo),p'(xo), ,p(n i)(xo)) este un izomorfism liniar, functiile yi, y2, , yn : I —> R sunt liniar independente daca si numai daca vectorii corespunzatori Ayi = (yi(xo), yi(xo), , y(n-i)(xo)), Ay2 = (y2(xo), y2(xo), y2n i)(xo)), Ay„ = (yn(xo), yn(xo), , ynn-i)(xo)) 224 Elemente de Algebra Liniara sunt liniar independenți, ceea ce este echivalent cu (6 12) 6 2 7 Teoremă (Abel-Liouville) Daca yi, y2, ■■■, yn : I —>R sunt n soluții ale ecuației Ly = 0, atunci funcția (numita wronskian) W: I —> R W (x) = yi(x) yî(x) y2(x) y2(x) y(n-1)(x) y(n-1)(x) yn(x) y'n(x) ynn-1)(x) verifică relația rx ai(t) W(x) = W(xo)e ' a0(t) (6 13) unde x0 G I este un punct fixat Demonstrație (cazul n = 2 ) Aratam ca W verifică ecuatia liniara W'(x) = -W(x) ao(x) în cazul n = 2, ecuatia Ly = 0, adica ao(x) y" + ai(x) y' + a y = 0 conduce la Si W'(x) = dx y" a1(x) ao(x) i a2(x) y- O0oX)y y1(x) yî(x) y2(x) y2(x) yî(x) y2(x) yî(x) y2(x) y1(x) y2(x) yî(x) y2/(x) - OM W (x) + 6 2 8 Din relatia (6 13) rezulta că dacă W se anulează într-un punct din I, atunci se anulează în toate punctele 6 2 9 Propoziție Soluția generala a ecuației liniare neomogene Ly = f Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 225 se obține adunând la soluția generală a ecuației omogene asociate Ly = 0 o soluție particulară y a ecuației neomogene Demonstrație Deoarece Ly = f, obținem Ly = 0 =^ L(y + y) = f și Ly = f =^ L(y - y)=0 6 2 10 Teoremă (Metoda variației constantelor) Daca n y(x) = 52Ck yk (x) k=1 esțe soluția generală a ecuației omogene Ly = 0, ațunci o soluție particulară a ecuației neomogene Ly = f poațe fi găsiță căuțând-o de forma n y(x) = 52 Ck (x) yk (x) k=1 cu c1(x), c2(x), , cn(x) soluție a sisțemului ' m=i ck(x) yk(x) = 0 Ek=i ck (x) yk (x)=0 R este o funcție continuă definită pe un interval I C R 6 2 12 Ecuatia (6 15) este un caz particular pentru ecuatia (6 11) si anume cel în care functiile a0(x), ai(x), , an(x) sunt functii constante Ecuatia (6 15) se poate scrie sub forma P (D)y = f, unde P este polinomul P(r) = ao rn + ai rn-i H -H an-i r + an, numit polinomul caracteristic asociat ecuatiei considerate 6 2 13 Folosind notatia lui Euler e1^ = cos H i sin definim pentru fiecare numar complex r = a H ifi functia complexă R C : x erx = e(a+1^)x = eax cos(dx) H ieax sin(^x) cu proprielatile D e(«+1ă)x = (a + i^)e(a+1^)x, Re (D erx) = D( Re erx ), Im (D erx) = D( Im erx ), unde Re z si Im z reprezinta partea reala si repectiv imaginara a numarului z 6 2 14 Propoziție Funcția y : R -^ C, y(x) = erx, esțe soluție a ecuației omogene Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 227 P (D)y = 0 daca și numai daca r este rădăcină a polinomului caracteristic, adică a0 rn + ai rn-1 + + ara i r + an = 0 Demonstrație Deoarece Dkerx = rkerx și P(D) erx = (ao rn + ai rn-i + ■■■ + an i r + an )erx avem P (D) erx = 0 ■ P (r) = 0 6 2 15 Propoziție Dacă polinomul caracteristic P(r) are rădăcinile r1, r2, , rk cu multiplicitatile m1, m2, , mk , adica P(r) = a0 (r — r1)m1 (r — r2)m2 • • • (r — rk)mk, atunci P (D) admite factorizarea P(D) = ao (D — r 1 )m1 (D — v"- ■■■ (D — rk)mk ordinea factorilor putând fi schimbată fiară a afecta rezultatul Demonstrație Afirmația rezulta din liniaritatea lui D și din relația Dp Dq = Dp+q 6 2 16 Propoziție Dacă Q(r) este un polinom si v(x) este o functie, atunci Q(D) (erx v) =erx Q(D + r)v, oricare ar fi r E C Demonstratie Aratam mai întâi prin inducție ca Dk (erx v) = erx (D + r)kv- Avem D (erx v) = erx Dv + rerx v = erx (D + r)v- Presupunand ca Dk (erx v) = erx (D + r)kv, obtinem Dk+1 (erx v) = D(erx (D + r)kv) = erx(D + r)(D + r)kv = erx (D + r)k+1v-Daca Q(r) = a0 rm + a1 rm 1 + • • • + am 1r + am, atunci 228 Elemente de Algebra Liniara Q(D) (erx = ao Dm(erx = erx Q(D + r) R, y(x) = Re (c0 erjx + c1 x erjx +-+ cmj 1 xmj 1erjx) Si y : R —> R, y(x) = Im (c0 erjx + c1 x erjx +-+ cmj 1 xmj 1erjx) sunt solutii ale ecuatiei P(D)y = 0, oricare ar fi constantele reale c0, c1, , cmj 1 6 2 19 Se poate demonstra că, în toate cazurile, în spațiul solutiilor există o bază formată din solutii particulare de tipul celor prezentate în propozitia anterioară 6 2 20 Exercițiu Să se determine solutia generală a ecuațiilor a) y" — 5yz + 6y = 0, b) y'" — 6y" + 12y' — 8y = 0, c) y" + y' + y = 0, d) (D2 — D + 1)3 y = 0, e) (D — 3)4(D2 + 2)2y = 0 Răspuns a) y(x) = c1 e2x + c2 e3x b) y(x) = c1 e2x + c2 x e2x + c3 x2 e2x c) y(x) = c1 e 2x cos(^3x) + c2 e 2x sm(^3x) d) y(x) = c1 e2x cos(^3x) + c2 e 1x sinp^3x) 1 /3 1 73 +c3 x e 2x cosp2rx) + c4 x e 2x sin(^rx) +c5 x2 e 1 x cos(^3x) + c6 x2 e 2x sin(^3x) e) y(x) = c1 e3x + c2 x e3x + c3 x2 e3x + c4 x3 e3x +c5 cos(v/2x) + c6 sin^/2x) + c7 x cos^/2x) + c8 x sin^/2x) 230 Elemente de Algebra Liniara 6 2 21 MATHEMATICA: DSolve[eqns, y[x], x] In :=DSolve[y’’[x] - 5 y'[x] + 6 y[x] == 0, y[x], x] H Out = {{y[x]-e2x C +e3x C }} In :=DSolve[y,,,[x] - 6 y’’[x] + 12 y'[x] - 8 y[x] == 0, y[x], x] H Out == {{y[x]- -e2x C +e2x xC +e2x x2 C }} In :=DSolve[y’’[x] + y'[x] + y[x] == 0, y[x], x] H Out = {{y[x]—e-x/2 C Cos[+e-x/2 C Sin[}} 6 2 22 Propoziție Ecuația Euler aoxny(Z + a1 xn-1 y(n-1) an 1 xy1 + any = 0 se reduce la o ecuație diferențială liniară cu coeficienți constanți prin schimbarea de variabila x = e*, unde t este noua variabilă independentă Demonstrație (cazul n = 3) Notand cu z(t) noua funcție necunoscuta, avem relația y(x) = z(ln x) care, prin derivari succesive, conduce la y'(x) = 1 z'(ln x) = e * z' (t), y"(x) = X2 z"(ln x) - z(ln x) = e 2* (z"(t) - Z(t)), y'"(x) = z'"(ln x) — - z"(lnx) — fi: z'(inx) = e 3* (z"'(t) — 3z"(t) + 2z'(t)) In urma schimbarii de variabila, ecuația Euler ao x3 y'" + a1 x2 y" + a2 xy' + a3 y = 0 devine ao + (—3ao + afiz^ + (2ao — a1 + a2)z^ + a3z — 0 6 2 23 Relația x = e*, echivalenta cu t = lnx, conduce la d dt d 1 d * d dx dx dt x dt dt Ecuația Euler se poate scrie C n dn n-1 dn-1 d \ ao x —— + a1 x n an-1 + an ] y = 0 \ dxn dxn-1 dx / ți, formal, schimbarea de variabilă x = e* în ecuatia Euler se poate realiza înlocuind x cu e* si operatorul de derivare dx cu e * djy ( -t d \ 2 * d ( * d \ dt dt dt De remarcat ca =e 2* d2 dt2 2* d dt’ e Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 231 6 3 Sisteme diferențiale liniare 6 3 1 Definiție Prin sistem diferențial liniar de ordinul întâi se înțelege un sistem de ecuații diferențiale de forma yi = aii(x)yi + ai2 (x)y2 + + aln(x)yn + fi(x) y'2 = a2i(x)yi + «22 (x)y2 + + fl2n(x)y„ + f2(x) Rn : Y Y(xo) este un izomorfism liniar 6 3 5 Rezolvarea sistemului omogen Y' = AY este echivalenta cu găsirea unei baze a lui V , adicăa cu găasirea a n solutii liniar independente 6 3 6 Definiție Plecând de la n soluții ale sistemului omogen Y1 = A(x)Y Yi = (yn V21 , Y2 = ( yi2 \ y22 Y = , , 1 n — y1n y2n \ Vni / \ yn2 / ynn construim matricea Wronski W = y11 yi2 • ' y1n y21 y22 • • y2n yn1 yn2 • ' ynn / si wronskianul w = det W 6 3 7 Teoremă Soluțiile Y1, Y2, , Yn formează o bază a spațiului vectorial V dacă și numai daca wronskianul lor este nenul într-un punct fixat x0 G I, adica w(x0) = 0 Demonstrație Deoarece V —> Rn : Y Y(xo) este un izomorfism liniar, solutiile Y1, Y2, , Yn sunt liniar independente daca si numai daca vectorii Y1(x0), Y2(x0), , in(x0) din Rn sunt liniar independenti, ceea ce este echivalent cu w(x0 ) = 0 Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 233 6 3 8 Teoremă Wronskianul soluțiilor Y1, Y2, , Yn verifică relația w(x) = w(x0 )e*^otr A(t)dt, (6 17) unde tr A(t) = an(t) + a22(t) + • • • + ann(t) este urma matricei A(t) Demonstrație (cazul n = 2 ) Avem w'(x) = dx yii(x) y2i(x) yi2(x) y22(x) y'ii(x) yi2(x) yii(x) y'^(x) + y2i(x) y22(x) y2i(x) y22(x) aii (x) yii(x)+ai2(x) y2i (x) yi2(x) yii(x) + a2i(x) yii(x)+a22(x) y2i(x) y22(x) y2i(x) aii(x) yi2(x)+ai2(x) y22(x) a2i(x) yi2(x)+a22(x) y22(x) = (aii(x) + a22(x)) w(x), adica w verifica ecuatia diferențiala liniară wz = tr A(x) w 6 3 9 Din relația (6 13) rezultă ca daca wronskianul se anulează într-un punct xo E I, atunci el se anuleaza în toate punctele x E I 6 3 10 Propoziție Soluția generala a sistemului liniar neomogen Y' = A(x) Y + F(x) se obtine adunând la sohfiia generală a sistemului liniar omogen asociat Y' = A(x) Y o solufie particulară Y a sistemului neomogen Demonstratie Deoarece Y' = A(x) Y + F(x), obtinem Y' = A(x) Y =^ (Y+y)' = A(x)(Y+Y) + F(x), Y' = A(x) Y + F(x) =^ (Y - y)' = A(x)(Y - y) 6 3 11 Folosind matricea Wronski W asociată unei baze {Yi, Y2, , Yn} a lui V, solutia generala Y = Ci Yi + C2 Y2 + -+ Cn Yn a ecuatiei liniare omogene Y' = A(x) Y se poate scrie sub forma 234 Elemente de Algebra Liniara C2 Y(x) = W(x) C, unde C = , G Rn \ cn / 6 3 12 Teoremă (Metoda variației constantelor) Daca soluția generala a sistemului Y' = A(x) Y este Y(x) = W(x) C, atunci o soluție particulara sistemului neomogen Y' = A(x) Y + F(x) se poate obtine căutând-o de forma Y(x) = W(x) C(x), unde C(x) este o solutie a sistemului C'(x) = W-1(x) F(x) Demonstratie Deoarece W' = A(x)W si Y'(x) = Wz(x) C(x) + W(x) C'(x), avem Y' = A(x) Y + F(x) daca si numai dacă W(x) Cz(x) = F(x) 6 3 13 Definiție Prin sistem diferential liniar omogen cu coeficienti constanti se înțelege un sistem de ecuații de forma Y' = AY, unde A G Mraxn(R) 6 3 14 Propoziție Functia vectoriala Y : R —> Cn, Y(x) = w eXx w = w1 w2 G Cn unde \ wn / verifica relatia Y' = AY dacd și numai dacă Aw = Aw Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 235 Demonstrație Deoarece Y'(x) = Aw eXx, înlocuind în Y' = AY obținem Aw = Aw 6 3 15 Fie A o rădăcină a polinomului caracteristic det (A — AI) = 0 Daca A G R, atunci A este valoare proprie a matricei A si alegand un vector propriu corespunzător w G Rn obtinem solutia netriviala Y(x) = w eXx a sistemului Y1 = AY Daca A G R, atunci exista w G Cn astfel încat Aw = Aw si Y1(x) = Re (w e'X'\ , Y2(x) = Im (w eXx'\ sunt solutii ale sistemului Y' = AY 6 3 16 Exercițiu Sa se determine solutia generala a sistemului yi = yi + y2 y = —yi + y2 Rezolvare Ecuatia 1 1 A 1 1 A =0 are radăcinile A1 = 1 + i si A2 =1 i O solutie particulara a ecuatiei Av = (1 + i)v, adicăa 1 1 1 1 este v = Y (x) = c1 Re Rezultă ca solutia generala a sistemului este 1 + C2 Im = c1 Re 1 ex (cos x + i sin x) > + c2 Im 1 ex(cos x + i sin x) j> cos x — sin x ex + C2 sin x x ex, cos x adicăa y1(x) = c1 ex cos x + c2 ex sin x y2(x) = —c1 ex sin x + c2 ex cos x 6 3 17 MATHEMATICA: DSolve[{eqn1, eqn2}, {y1[x], y2[x]}, x] In :=DSolve[{y1’[x] == y1[x]+y2[x],y2'[x] == -y1[x]+y2[x]},{y1[x], y2[x]},x] Out =1 [x]- C Cos[x]+ex C Sin[x], y2[x]-C Cos[x]-ex C Sin[x]}} 236 Elemente de Algebra Liniara 6 3 18 Dacă matricea AEMnxn(R) este diagonalizabilă și {v1,v2, ,vn}, unde / V11 \ V21 / V12 \ V22 V1n v2n V1 = , V2 = , • • • Vn = \ Vn1 / \ vn2 / \ vnn / este o baza a lui Rn formata din vectori proprii ai lui A corespunzatori valorilor proprii A1, A2, , An (distincte sau nu), atunci soluția generala a sistemului Y' = AY este V11 V12 V1n Y (x) = c1 V21 eĂ1X + c2 V22 eĂ2x + • ' + cn V2n e^nx \ Vn1 / \ vn2 / \ vnn / 6 3 19 Exercițiu Sa se determine solutia generală a sistemului y1 = y2 + y3 y2 = yi + y3 y3 = yi + y2 Rezolvare Rezolvand ecuatia -A 1 1 1 -A 1 = 0, 1 1 -A obtinem A1 = 2, si A2 = A3 = -1 Deoarece subspatiile proprii corespunzăatoare sunt V2 = { a(1,1,1) | a G R }, V-1 = { a(1,0, -1) + fi(0,1, -1) | a, fi G R }, rezultaă caă solutia generalăa a sistemului este / 1 \ / 1 \ / 0 \ Y (x) = cj 1 e2x + c2 0 e-x + c3 1 e-x 1 -1 -1 6 3 20 MATHEMATICA: DSolve[{eqn1, eqn2, eqn3}, {y1[x], y2[x], y3[x]}, x] In :=Eigenvalues[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] Out ={2,-1 ,-1} In :=Eigenvectors[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] Out ={{1,1,1},{-1,0,1},{-1,1,0}} In : =DSolve [{y1' [x] ==y2 [x] +y3 [x] , y2'[x] ==y 1 [x] +y3 [x] , y3' [x] ==y 1 [x] +y2 [x] }, {y1[x],y2[x],y3[x]}, x] Out = {{y1[x]^ 1 e-x(2+e3x) C +1 e-x(-1+e3x) C +1e-x(-1+e3x) C , \2 x ■ 1 e-x(-1+e3x) C +1 e-x(2+e3x) C +1 e-x(-1+e3x) C , y3 x 1 e-x(-1+e3x) C +1 e-x(-1+e3x) C + je-x(2+e3x) C }} Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 237 6 3 21 Știm că, în general, o matrice A GMnxn(R) nu este diagonalizabilă Dacă A este o radacina reala (respectiv, complexa) cu multiplicitatea m a polinomului caracteristic, atunci partea din soluția generala corespunzatoare lui A poate fi gasita cautand-o de forma / Y (x) = aiixm 1 + ai2Xm 2 + + aim-ix + ai™ a21Xm-1 + a22Xm-2 + + «2m-i X + a 2™ A eĂx anix + an2x + ’ ’ ’ + anm— ix + aim / unde coeficientii ajk sunt reali (respectiv, complecsi) In cazul complex, în final se separăa păarȘtile realăa Șsi imaginarăa ale a soluȘtiei găasite 6 3 22 Exercițiu Sa se determine solutia generala a sistemului yi = -yi + y2 y2 = -y2 + 4ys y3 = yi- 4ys Rezolvare Valorile proprii sunt Ai = 0 si A2 = A3 = -3, iar subspatiile proprii corespunzăatoare Vo = { a(4, 4,1) | a G R }, V—3 = { a(1, -2,1) | a G R } Deoarece dimV—3 = 1, rezulta ca matricea sistemului nu este diagonalizabilă Cautand partea din solutia generala referitoare la A2 = A3 = -3 de forma (aix + @i A a2x + @2 I e—3x, a3x + @3 / găasim (x \ ( 1 \ -2x + 1 e—3x + -2 e—3x x-1 1 SoluȘtia generalaă a sistemului este (4 A / x A / 1 A 4 + c2 -2x + 1 e—3x + c3 -2 e—3x 1 x-1 1 6 3 23 O alta metoda de rezolvare a sistemelor liniare omogene cu coeficienti constanti, numita metoda eliminării, se bazeaza pe faptul ca fiecare dintre funcțiile necunoscute yj verificaă o ecuaȘtie diferenȘtialaă liniaraă 238 Elemente de Algebra Liniara 6 3 24 Exercițiu Să se rezolve sistemul yl = y2 y2 = y3 y3 = yi- Rezolvare Funcția necunoscută y1 verifică ecuatia liniară yi - yi = o Deoarece P(r) = r3 — 1 are radacinile r1 = 1 si r2>3 = — 2 ± i ^3, rezulta ca / \ x , — — x ^/3 —1 x • ă/3 y1(x) = c1 e + c2 e 2 cosx + c3 e 2 sm-^- x Prin derivarea lui y1, se obtin y2 si y3 6 3 25 Deoarece izomorfismul de spatii vectoriale 2 Mnxn(K) —^ Kn : a11 a12 • • a1n a21 a22 • ' a2n an1 an2 ' • ann (a11, a12, •••, a1n, a21, a22, ■■■, a2n, ■■■, ani ,an2, ■■■, ann) 2 permite identificarea spafiului vectorial Mnxn(K) cu Kn , aplicatia || ' || : Mnxn(K) -> R- a11 a21 a12 a22 \ an1 an2 ann a1n a2n / =\ este o norma pe Mnxn(K) în particular, o serie de matrice oc Eafe Ak k=0 este convergenta daca exista limita m lim ak Ak m^^ k=0 adica dacă exista B E Mnxn(K) astfel încât m lim ak Ak — B m^^ k=0 = 0^ Ecuații si sisteme de ecuații diferențiale liniare 239 6 3 26 Propoziție Dacă seria de puteri oo xk k=0 are raza de convergenta R > 0 si dacă A E Mnxn(K) este astfel încât ||A|| rv zy> zy>" % A ^x ^x ^x = E l!=1 + T! + 2!+ ••• k=0 = w, rezulta ca pentru orice matrice A E Mnxn(K) are raza de convergenta r putem defini matricea eA Ak A A2 = £ ir = 1 + p + ir + •••, k=0 numita exponentiala matricei A Se poate arata ca functia matriceala R > Mnxn(K) : t H e^A este derivabilâ si câ (etA)' = A etA adica Y (t) = etAC este solutie a sistemului liniar Y' = AY, oricare ar fi C E Rn 6 3 28 MATHEMATICA: Series[Exp[A], {A, 0, n}] In :=Series[Exp[A], {A, 0, 4}] Out = 1+A+ A2+A++0[A]5 6 3 29 Exercițiu Sa se determine solutia sistemului yi = y2 + ys y2 = yi + ys y3 = yi + y2 240 Elemente de Algebra Liniara Rezolvare Matricea sistemului 0 1 1 A = | 1 0 1 1 1 0 este diagonalizabilă 2 0 0 S-1AS = 0 -1 0 0 0 -1 1 1 0 unde S = I 1 0 1 1 -1 -1 Deoarece 20 0 A = S 0 -1 0 S-1, \ 0 0 -1 J obtinem f 20 0 \ k f 2k 0 0 \ Ak = S 0 -1 0 S-1 = S 0 (-1)k 0 S-1 \ 0 0 -1 / \ 0 0 (-i)k J si °° (tA)k °° -k f 2 0 0 \ f e2t 00 \ etA = = y 0 (-1)k 0 S-1 = S 0 e-t 0 S-1, k! k! I „ ' , A ,k / I „ „ -t k=o k=o \ 0 0 (- 1)k ) \ 0 0 e ) relatie care permite scrierea explicita a soluției generale 6 3 30 MATHEMATICA: Eigenvalues[A] , Eigenvectors[A] , MatrixForm[MatrixExp[tA]] 1 0 1 ' “ 7 0 In :=MatrixForm[[{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] Out = I 1 \ 1 In :=Eigenvalues[{{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] In :=Eigenvectors[{{0,1,1},{1,0,1},{1,1,0}}] In :=MatrixForm[MatrixExp[t {{0, 1, 1}, {1, 0, 1}, 3e-t (-1 + e3t) 3e-t (2 + e3t] 3e-t (-1 + e3t) Out = Out ={{1,1,1},{-1,0,1},{-1,1,0}} {1, 1, 1 e-3e 1 e-3e 1 e-3e 0}}]] ■t (-1 + e3t) { * (-1 + e3tj (2 + e3t) ; Capitolul 7 Reprezentări liniare Vom prezenta câteva elemente referitoare la grupuri și reprezentările lor liniare 7 1 Grupuri 7 1 1 Definiție Prin grup se întelege o multime G pe care este definita o lege de compozitie interna G x G —> G : (x,y) xy satisfacand condițiile: 1) (5152)53 = 51(5253), V51, 52,53 € G; 2) exista e € G astfel încat 5c = 65 = 5, V5 € G; 3) oricare ar fi 5 € G, exista 5-1 € G astfel încat 55-1 = 5-15 = e Grupul este numit grup comutativ (sau abelian) daca, în plus, 4) 5152 = 5251 V51, 52 € G 7 1 2 Propoziție a) Elementul e cu proprietatea 5e = e5 = 5, V5 € G este unic în G și se numește element neutru b) Pentru orice 5 € G, elementul 5-1 cu proprietatea 241 242 Elemente de Algebra liniara -1 -1 99 = 9 9 = e este unic în G și se numește inversul lui 9 Demonstrație Avem 9e = e9 = 9, V9 e G 9e' = e'9 = 9, V9 e G e = ee1 = e' și — 1 —1 99-1 = 9-19 = e 9h = h9 = e 1 1 1 h = he = h(99 1) = (h9)9 = e9 9 7 1 3 în cazul în care în locul notației multiplicative 9192 se utilizează notația aditivă 91 + 92, elementul neutru este notat cu 0 Elementul h cu proprietatea h + 9 = 9 + h = 0 este notat cu —9 si numit opusul lui 9 7 2 Reprezentări liniare 7 2 1 Definiție Fie G si G' doua grupuri O aplicatie f : G > G' este numita morfism de grupuri daca f (9192) = f (91) f (92), V91, 92 e G- 7 2 2 Multimea tuturor automorfismelor unui spațiu vectorial V GL(V) = { A : V —> V | A este liniara si bijectiva } împreună cu operatia de compunere este grup (grupul automorfismelor lui V) 7 2 3 Definiție Prin reprezentare liniara a grupului G în spatiul vectorial V peste corpul K (numita si reprezentare K-liniara) se întelege un morfism de grupuri Reprezentări liniare 243 T : G -+ GL(V) : g T(g), adică o aplicație astfel încât T(gig2) = T(gi) T(g2), Vgi, g2 G G Dimensiunea reprezentării este prin definiție dimensiunea lui V 7 2 4 Mulțimea matricelor inversabile de ordinul n cu elemente din K GL(n, K) = { A G Mnxn(K) | det A = 0 } împreuna cu înmultirea matricelor este grup (numit grupul general linear) 7 2 5 Definiție Prin reprezentare matriceala n-dimensionala a unui grup G se întelege un morfism de grupuri de forma T : G GL(n, K) : g T(g) Reprezentarea este numita reală în cazul K = R si complexa în cazul K = C 7 2 6 Propoziție Fie V un spațiu vectorial peste corpul K Daca {e1,e2, ,en} este o bază a lui V si T : G -^ GL(V) : g T(g) o reprezentare liniară a unui grup G în V, atunci aplicatia T : G -^ GL(n, K), T (g) = / tii(g) ti2(g) • • tin(g) \ t2i(g) t22(g) • • t2n(g) tni(g) tn2(g) • • tnn (g) unde elementele tij (g) sunt astfel încât n T(g)ej = 52tij(g)ei, VgG G, Vj G {1,2, ,n}’ i=1 este o reprezentare matriceala n-dimensională a lui G 244 Elemente de Algebra liniara Demonstrație Deoarece T(gi g2) = T(g1) T(g2), din relațiile T (gi g2)ej =Y^i=i tij (gi g2)ei, T (gi)T (g2)ej = T (gi) Eli tkj (g2)ek = Eli tkj (g2)T (gi )ek = Efc=i tkj(g2) Eli tik(gi)ei = Eli (ELi tik (gi)tkj (g2)) e rezulta ca n tij(gig2) = Ș2tik(gi) tkj(g2), Vi,j g {1,2, ,n}, k=i adică T= T(gi) T(g) 7 2 7 Matricea T(g) este matricea transformarii liniare T(g) : V —> V în raport cu baza considerată Alegand o alta baza {ei,e'2, }, se poate defini în mod similar reprezentarea T : G -+ GL(n, K) : g T'(g) Știm însa ca cele doua reprezentari matriceale sunt legate prin relatia T'(g) = s T(g) S, Vg G G, unde S este matricea de trecere de la baza {ei,e2, ,en} la {ei, eJ2,eJn} 7 2 8 Definiție Doua reprezentari matriceale n-dimensionale peste K ale unui grup Ti : G —> GL(n, K) si T2 : G —> GL(n, K) sunt numite echivalente daca exista S G GL(n, K) astfel încat T2(g) = s Ti(g) S, Vg G G 7 2 9 Aplicatia R : R —> GL(R2) : t R(t), unde R(t) : R2 —> R2, R(t)(x,y) = (x cos t — y sint, x sint + y cos t), este o reprezentare liniara a grupului aditiv (R, +) în spatiul vectorial R2 Alegand în R2 baza {ei = (1,0), e2 = (0,1)}, obtinem reprezentarea matriceala R : R -^ GL(2, R) : t R(t) = Avem R(t + s) = R(t) R(s) cos t - sin t sin t cos t Reprezentări liniare 245 7 3 Reprezentări ireductibile 7 3 1 Definiție Două reprezentări liniare n-dimensionale peste K ale unui grup G Ti : G —^ GL(Vi) si T2 : G —^ GL(V2) sunt numite echivalente dacă există un izomorfism liniar S : Vi —> V2 astfel încat Ti(g) = S-1 T2(g) S, Vg G G, adica astfel încat diagrama Vi T g Vi SS V2 T2(g - V2 este comutativa 7 3 2 Definiție Fie T : G —> GL(V) o reprezentare liniară a grupului G în V Spunem ca subspațiul WCV este invariant fața de T daca T(g)(W) C W, Vg G G 7 3 3 Definiție Spunem ca reprezentarea liniară T : G —^ GL(V) este o reprezentare ireductibila daca singurele subspații invariante sunt {0} si V în caz contrar, reprezentarea este numita reductibila 7 3 4 Reprezentarea liniara T : R —> GL(R3) : t T(t), unde T(t) : R3 —> R3, T(t)(x, y, z) = (x cos t — y sin t, x sin t + y cos t, z) este o reprezentare liniara reductibilă a grupului aditiv (R, +) în R3 Subspațiul W = { (x, y, 0) | x, y G R } C R3 este subspatiu invariant 246 Elemente de Algebra liniara 7 3 5 Propoziție Dacă T1 : G GL(Vi) și T2 : G -+ GL(V2) sunt două reprezentări K-liniare, atunci aplicația T : G -^ GL(V1 ®V2), T(g)(xi,x2) = (Ti(g)xi,T2(g)x2) este o reprezentare K-liniară a grupului G în spațiul produs direct V1 ffiV2, numita suma reprezentărilor T1 si T2, notată cu T1 ffiT2 Demonstratie Avem T (g1 g2)(x1,X2) = (T1(g1g2 )x1,T2 (g152)^2) = (T1(g1) T1 (g2)x1, T2(g1) T2(g2>2) = T(g1)(T1 (g2)x1, T2(g2>2) = T(g1)T(g2)(x1 ) 7 3 6 Propoziție Dacă tu (g) ■■ • t1n(g) \ T : G —> GL(n, K) : g > T(g) = ț, tn1(g) ■■ ' tnn(g) / / r11(g) • •• r1k(g) \ R : G —> GL(k, K) : g e R(g) = \ rk1(g) ■■■ rkk(g) / sunt douăa reprezentăari matriceale, atunci TffiR : G —> GL(n+k, K) t11(g) ••• t1n (g) 0 00 (TffiR)(g) = tn1 (g ) tnn (g ) 0 0 0 0 0 0 r11(g) • • • r1k(g) 0 0 0 \ 0 0 0 rk1 (g) • • • rkk (g) este o reprezentare a lui G, numită suma reprezentărilor T si R Reprezentări liniare 247 7 4 Reprezentări unitare si ortogonale 7 4 1 Definiție O submulțime H C G este numită subgrup al grupului G dacă 91 e H | 92 e H j 9192 1 e H- 7 4 2 Fie V un spațiu Hilbert finit-dimensional Mulțimea transformărilor unitare U(V) = { A : V —> V | {Ax, Ay} = (x, y}, Vx, y e V } este un subgrup al grupului GL(V) al tuturor automorfismelor lui V 7 4 3 Definiție Prin reprezentare unitară a grupului G în spațiul Hilbert V se întelege un morfism de grupuri T : G —> U(V) 7 4 4 Daca T : G —> U(V) este reprezentare unitara, atunci (T(g)x, T(g)y> = (x, y}, Vx, y e V, Vg e G 7 4 5 Teoremă Mulțimea matricelor unitare de ordinul n U (n) = {A eMUC) | A* A = I } are o structură de grup în raport cu înmultirea matricelor, iar SU(n) = { A e U(n) | det A = 1 } este un subgrup al lui U (n) Demonstratie a) Produsul a doua matrice unitare A si B este o matrice unitara (AB)* (AB) = B*A*AB = B*B = I si inversa unei matrice unitare A este o matrice unitara A-1 = A* (A-1)* = (A*)* = A = (A-1)-1 b) Afirmatia rezultă din relatiile det(AB) = detA detB, det(A-1) = (detA)-1 248 Elemente de Algebra liniara 7 4 6 Definiție Prin reprezentare matriceală unitară a grupului G se înțelege un morfism de grupuri T : G —> U(n) 7 4 7 Fie V un spațiu Hilbert real Mulțimea transformărilor ortogonale O(V) = { A : V —> V | {Ax, Ay} = {x, y}, Vx, y G V } este un subgrup al grupului GL(V) al tuturor automorfismelor lui V 7 4 8 Definiție Prin reprezentare ortogonală a grupului G în spațiul Hilbert real V se întelege un morfism de grupuri T : G O(V) 7 4 9 Daca T : G —> O(V) este o reprezentare ortogonala, atunci (T(g)x, T(g)y} = (x, y}, Vx, y G V, Vg G G 7 4 10 Fie A G Mnxn(R) o matrice cu n linii si n coloane cu elemente numere reale si fie *A transpusa ei Relatiile A *A = I, {AA = I, A-1 = *A, unde I G Mnxn(C) este matricea unitate, sunt echivalente (v pag 32-1) 7 4 11 Definiție Matricea AGMnxn(C) este numita matrice ortogonala dacă *AA = I (conditie echivalenta cu A-1 = *A si A *A = I) 7 4 12 Dacă A este o matrice ortogonală, atunci detA G {-1, 1} 7 4 13 Teoremă Mulțimea matricelor ortogonale de ordinul n O(n) = { A GM„x«(R) | *AA = I } are o structură de grup în raport cu înmulțirea matricelor, iar SO(n) = { A G O(n) | det A = 1 } este un subgrup al lui U (n) Reprezentări liniare 249 7 4 14 Definiție Prin reprezentare matriceală ortogonală a grupului G se înțelege un morfism de grupuri T : G O(n) 7 5 Grupul rotațiilor Reprezentări liniare 7 5 1 Propoziție SO(2) = cos t sin t - sin t cos t t G [0, 2n) Demonstrație Avem si cos t sin t — sin t x 1 cos t cos t sin t - sin t cos t G SO(2) Din relațiile a2 1 si Ș2 + ă2 = 1 rezulta /a Ș \ / cos t y Y ă J y sin t dar cos t - sin t sin t cos t a2 + y2 = 1 Ș2 + ă2 = 1 aȘ + Yă = 0 aă - ȘY = 1 că există t, s G [0,2n) astfel încat sin s \ cos s , + Y2 = 1 a Y aȘ + Yă = 0 aă - ȘY = 1 sin(t + s) = 0 cos(t + s) = 1 s = —t sau s = 2n — t 7 5 2 Exercițiu Daca A G SO(3), atunci există t G [0, 2n) si o matrice S G O(3) astfel încat 1 S 1 AS = 0 0 0 cos t sin t 0 — sin t cos t Rezolvare Fie 250 Elemente de Algebra liniara A = a11 a12 a13 a21 a22 a23 a31 a32 a33 G SO(3) Matricea A este matricea în raport cu baza canonică a unei transformări ortogonale A : R3 —> R3 Ecuatia caracteristică corespunzatoare este — A3 + (U11 + 0-22 + fl33)A2 — Deoarece fA = A 1, adica a11 a21 a31 a12 a22 a32 a13 a23 a33 A — det A = 0 a22 a23 a32 a33 a11 a13 a31 a33 a11 a12 a21 a22 / a22 a23 a12 a32 a12 a22 a32 a33 a13 a33 a13 a23 a21 a31 a11 a31 a11 a21 a23 a33 a13 a33 a13 a23 a21 a31 a11 a31 a11 a21 a22 a32 a12 a32 a12 a22 / si det A = 1, rezulta ca A = 1 este valoare proprie a lui A Fie e1 un vector propriu corespunzator cu ||e1|| = 1, adică Ae1 = e1 Subspațiul vectorilor ortogonali pe e1 V = {x G R3 | (x, e1) = 0 } este un subspatiu invariant x G V =^ (Ax, e1) = (Ax, Ae1) = (x, e1) = 0 Daca {e2, e3} este o baza ortonormata în V, atunci B = {e1, e2, e3} este o baza ortonormata a lui R3, în raport cu care matricea lui A are forma / 10 0 A Az = I 0 a fi I , \ 0 Y ă / unde a fi \ r este o matrice ortogonala Notand cu S matricea de trecere de la Y ă / baza canonică la baza B, avem relația 1 0 0 ' a11 a21 a31 0 a fi = s a12 a22 a32 0 Y ă ) O(R3) prin care matricei (aii ai2 ai3 \ 0,21 a22 023 I G SO(3) a3i a32 a33 i se asociaza transformarea ortogonală g : R3 —> R3, g(xi,X2,X3) = (aiixi+012X2+013X3, 021X1+022X2+023X3, 031X1+032X2+033X3) este o reprezentare ortogonala a grupului SO(3) în R3 7 5 5 Exercițiu Aplicatia T : SO(3) > GL(F(R3, C)) : g T(g), unde T(g) : F(R3, C) ■ F(R3, C), (T(g)f )(x) = f (g-1X), este o reprezentare liniara în spatiul vectorial complex F(R3, C) al tuturor functiilor f : R3 —> C Rezolvare Avem 252 Elemente de Algebra liniara (T(giP2)/)(x) = f((9192) M = f(g21g1 M = f (g-1(gr1x)) = (t (92)f )(g-1x) = (T (g1)(T (g2 )f ))(x) = (T (g1)T (g2)f)(x) 7 5 6 Mulțimea de matrice O(1,3) = {A G GL(4, R) | A I13 ' A = I13 } , unde 1 0 0 0 0 —1 0 0 21,3 = 0 0 —1 0 0 0 0 —1 considerata împreună cu înmulțirea este grup (se numește grupul Lorentz) 7 5 7 Exercițiu Rezolvare Avem a fi —fi a a, fi G C, |a|2 + |fi|2 = 1 {a g + fi 6 = —fig + a6 = |a|2 + |fi |2 = Y = —fi 6 = a |a|2 + |fi|2 = 1 0 1 1 7 5 8 Grupul SU(2) admite parametrizarea SU (2) = ei(^+W2 cos 20 ie-i(^-ă)/2 sin 20 iei(^ ^)/2 sin 20 e-i(^+ă)/2 cos 20 0 W, h(x1 ,x2 ,x3 )=( iX3 \ X2+1X1 —X2 + iX1 —iX3 este un izomorfism cu proprietatea ||x||2 = deth(x), Vx E R3 b) Aplicatia n : SU(2) ■ SO(3) : g n(g), unde n(g) : R3 —> R3, n(g)x = h 1(gh(x) g*) este un morfism de grupuri cu nucleul 1 0 Ker n = { g E SU(2) 0 1 —1 0 —1 0 1 0 Demonstrare a) Avem a11 + i^11 a21 + i^21 a12 + i^12 ®22 + i^22 E W i^11 —a12 + i^12 b) Din definiția lui n rezulta ca a12 + i^12 —i^11 254 Elemente de Algebra liniara n(gi 92)x = h 1 ((gi g2) h(x)(gi g2)*) = h 1 (gi g2 h(x) g* g*) = h-i (gi h(h-i(g2 h(x) g*))gț) = n(gi)(n(g2)x) = (n(gi) n(g2))x Utilizând baza canonică a lui R3, obținem relațiile (eU/2 0 \ / cos — sin 0 \ II sin cos 0 , 0 e-1^/2 y \ 0 0 1 / / cos 2 0 isin 2 0 \ / 1 0 0 \ n = 0 cos 0 — sin 0 , \ isin 20 cos 20 ) \ 0 sin 0 cos 0 ) din care deducem ca det n(g) = 1- Deoarece (g h(x) g* )* = g (h(x))* g* = —g h(x) g* )* = g tr(g h(x) g*) = tr(g g* h(x)) = tr h(x) = 0 lln(g)x||2 = det (gh(x) g*) = det h(x) = ||x||2 rezultă ca n este un morfism de grupuri bine definit- Elementul g G SU(2) apartine nucleului lui n daca si numai daca n(g)x = x, oricare ar fi x G R3- Din relatiile n(g)(i, 0,0) = (1,0,0), n(g)(0,1,0) = (0,1,0), n(g)(0,0,1) = (0,0,1) rezulta că g G 0 1 0 —1 7 5 12 Prin morfismul n : SU(2) —> SO(3), fiecare element al lui SO(3) corespunde la doua elemente din SU(2) care diferă doar prin semn, n(g) = n(—g)- Orice reprezentare liniara T : SU(2) > GL(V) cu T(g) = T(—g) defineste o reprezentare liniară a grupului SO(3) 7 5 13 Exercițiu Aplicatia SU(2) —> GL(C2) obtinuta asociind fiecarui element ] G SU(2) a J transformarea g : C2 —> C2, g(zi, z2) = (azi + ^z2, —/5zi + az2) este o reprezentare unitara bidimensionala a lui SU(2) Reprezentări liniare 255 Rezolvare Avem (gi g2)(zi,z2) = gi (g2(z1, Z2)) 7 5 14 Exercițiu a) Aplicația T : SU(2) —> GL(F(C2, C)) obținută asociind fiecarui element g G SU(2) transformarea T(g):F(C2, C) -^F(C2, C), (T(g)f)(zi,Z2) = f (g~1(zi,Z2)) este o reprezentare liniara a grupului SU(2) in spatiul vectorial complex al tuturor functiilor f : C2 —> C b) Pentru orice n G N subspatiul vectorial al polinoamelor omogene de grad n En = ^ f : C2 -^ C, n f (zi ,z2) = Ș2 akzi z'2~k k=0 ak G C este un subspatiu invariant al reprezentarii de la punctul a) Rezolvare Inversul elemntului este a g G SU(2) -P 1 a P -P a iar în cazul n f (zi,z2) = Ș2 ak zk k k=0 obțtinem n (T(g)f )(zi,z2) = f (g-i(zi,z2)) = £ak(azi - ' =)k (pzi + az2)n-k k=0 7 5 15 Se poate arata ca reprezentarile lui SU(2) induse în subspatiile En sunt reprezentări ireductibile, si ca ele sunt pana la o echivalenta toate reprezentarile ireductibile ale grupului SU(2) Notand j = (n-1)/2, adica n = 2j+1, obtinem n j f (zi, z2) = £ ak zk zn-k £ aj+m zj +m z2~m- k=0 m=-j țsi 256 Elemente de Algebra liniara j (T (g)f)(zi ,Z2) = aj+m(azi - ^Z2)j+m (fi zi + aZ2 )j-m m=-j Pentru fiecare element a E SO(3) există exact două elemente ga și -ga în SU(2) astfel încăt a = n(ga) = n(-ga) Deoarece (T (-g)f )(zi ,z2) = (-f)2j (T (g)f )(zi ,z2), în cazul in care j este intreg, relatia SO(3) —GL(&2j+i) : a T(ga) este o reprezentare ireductibilă (2j + 1)-dimensionala a grupului SO(3) în spațiul vectorial E2j+i Capitolul 8 Algebre Lie 8 1 Algebre Lie 8 1 1 Definiție Fie K unul dintre corpurile R și C Prin algebră asociativă peste corpul K se înțelege o mulțime A considerată împreună cu trei operații A x A :—— A : (a, b) i—— a + b K x A :—— A : (a, a) — aa A x A :—— A : (a, b) — ab (adunarea) (înmultirea cu scalari) (înmultirea interna) astfel încat A împreuna cu primele doua operații este spațiu vectorial si 1) a(b + c) = ab + ac, Va, b,c G A; 2) (a + b)c = ac + bc, Va, b,c G A; 3) a(bc) = (ab)c, Va, b,c G A; 4) a(ab) = (aa)b = a(ab), Va, b G A, Va G K Prin dimensiunea algebrei A se întelege dimensiunea spațiului vectorial A 8 1 2 Exemple a) Multimea Mraxn(K) a tuturor matricelor patrate de ordinul n, considerata împreuna cu operatiile de adunare a matricelor, înmultire cu scalari si produsul matricelor, este o algebra asociativa peste K b) Daca V este un spatiu vectorial peste K, atunci mulțimea L(V) a tuturor operatorilor liniari A : V —— V, considerata împreuna cu adunarea operatorilor, înmultirea cu scalari si compunerea operatorilor, este o algebră asociativa peste K 257 258 Elemente de Algebra liniara 8 1 3 Definiție Fie K unul dintre corpurile R și C Prin algebră Lie peste corpul K se întelege o mulțime L considerată împreună cu trei operații L x L :—— L : (a, b) i—— a + b K x L :—— L : (a, a) — aa L x L :—— L : (a, b) i—— [a, b] (adunarea), (înmultirea cu scalari), (crosetul) astfel încat L împreuna cu primele doua operafii este spatiu vectorial și 1) [aa + Șb, c] = a[a, c] + Ș[b, c], Va, b, c G L, Va, Ș G K; 2) [a, b] + [b, a] = 0, Va, b G L; 3) [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = 0, Va,b,c G A (identitatea Jacobi) Prin dimensiunea algebrei Lie se întelege dimensiunea spatiului vectorial L 8 1 4 O algebra Lie L poate fi privita ca un spatiu vectorial L pe care s-a definit o lege de compozitie interna suplimentara L x L :—— L : (a, b) i—— [a, b] compatibila cu structura de spatiu vectorial 8 1 5 Propoziție a) Plecând de la orice algebră asociativa A, se obține o structura de algebra Lie pe A definind croșetul prin [a, b] = ab — ba b) Algebra Lie peste K obținută plecând de la Mraxn(K) se notează cu K) c) Algebra Lie peste K obtinuta plecând de la L(V) se noteaza cu gl(V) Demonstrație Avem [aa+Șb, c] = (aa + Șb)c—c(aa + Șb) = a(ac — ca)+ Ș(bc — cb) = a[a, c]+ Ș[b, c], [a, b] = ab — ba = —(ba — ab) = —[b, a], [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = [(ab — ba), c] + [(bc — cb), a] + [(ca — ac), b] = (ab—ba)c—c(ab—ba) + (bc—cb)a—a(bc—cb) + (ca — ac)b—b(ca — ac) =0 8 1 6 Definiție Prin bază a algebrei Lie L se întelege o baza {vi, v2, , vn} a spatiului L, privit ca spatiu vectorial Coeficientii cj G K din relatiile n K vj 12c j Vk k=1 se numesc constantele de structură ale algebrei L referitoare la baza aleasa Algebre Lie 259 8 1 7 Notând / 0 ■■■ 0 0 0 ■■■ 0 0 ■■■ 0 0 0 ■■■ 0 0 ■■■ 0 1 0 ■■■ 0 0 ■■■ 0 0 0 ■■■ 0 0 ■■■ 0 0 0 ■■■ 0 / (singurul element nenul este la intersecta dintre coloana i și linia j), orice matrice admite reprezentarea / aj a2 • • • \ a2 a2 ■■■ a2n a^ an ■■■ an ) n ^2 aj ej = aj ej i,j=j în cazul n = 2, / aj a2>\ / 1 0 \ / 0 2 2 = aj + aj y a2 a2 j y o o j \0 00 10 + a2 00 01 — pj pj I p1 A2 I n2 I n2 p2 — aj ej + a2 ej + aj e2 + a2 e2» 8 1 8 Propoziție Algebra Lie gl(n, K), de dimensiune n2, admite baza { Pi | i j p {1 2 n} } cu ie ek ] = Oi ek — Ok Pi { ej 1 i,j G {1, 2, ,n}} CU [ej, em J ej Oj em • Demonstrație Avem ej e^ = Om e^ • 8 1 9 Definiție Prin subalgebrd Lie a algebrei L se întelege un subspatiu vectorial Lj C L astfel încat a P Lj b G Lj =^ [a, b] G Lj 8 1 10 Fiecare subalgebra Lie a unei algebre L are o structura de algebra Lie 8 1 11 Exercițiu a) Multimea matricelor cu urma nulă sl(n, K) = { g G gl(n, K) | tr g=gj + g2 + ■■■ + gjj = 0 } 260 Elemente de Algebra liniara este o subalgebră Lie, de dimensiune n2 — 1, a algebrei gl(n,K) b) Mulțimea matricelor antihermitiene u(n) = { g G gl(n, C) | *g = — g } are o structură naturala de algebră Lie reala de dimensiune n2 c) Multimea matricelor antihermitiene cu urmă nula su(n) = u(n) n sl(n, C) = { g G u(n) | tr g = 0 } are o structurăa naturalaă de algebraă Lie realăa de dimensiune d) Multimea matricelor strâmb simetrice o(n) = { g G gl(n, R) | *g = — g } n2 — 1 are o structurăa naturalaă de algebraă Lie realăa de dimensiune e) Multimea de matrice n(n-1) 2 o(1,3) = { g Ggl(4, R) g 1 0 0 0 1 0 0 0 0 —1 0 0 0 -1 0 0 0 0 —1 0 = 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0 0 0 -1 / *g are o structuraă naturalaă de algebrăa Lie realăa de dimensiune 6 (numităa algebra Lie a grupului Lorentz) Rezolvare a) Avem tr(a + b) = tr a + tr b, tr(aa) = a tr a, n n n n n n tr nb — b)k — nk bj — \''' bj nk — V^(bi)j — tr bn tr ab Aab)k / j / j aj bk / j / jk aj / Aba)i tr ba k=1 k=1j=1 j=1k=1 j=1 si prin urmare, tr [a, b] =tr(ab — ba) = 0, oricare ar fi a, b Ggl(n, K) O baza a algebrei Lie sl(n, K) este {ek | k = j }U{ek — eZ | kG{1,2, ,n —1} b) Daca a G R si a, b G u(n), atunci *(aa) = a = —(aa), *(a + b) = tâ + *b = —a — b = —(a + b), [a, b] = (ab — ba) = b a — a b = ba — ab = —[a, b] O baza a algebrei Lie u(n) este Algebre Lie 261 { pi — pk | k 2, •••> n 1j d) O baza a algebrei Lie o(n) este | k G, adica o aplicație astfel încat g(t + s) = g(t) g(s), ¥t,s = R^ 8 1 13 Exercițiu Oricare ar fi matricea a = gl(n, K), aplicatia g : R —> GL(n, K), g(t) = eta, este un subgrup cu un parametru al lui GL(n, K) astfel încat a (a poate fi privit ca fiind “generatorul infinitezimal” al subgrupului considerat) Rezolvare Ținand seama de definiția exponențialei unei matrice obtinem g(t + s) = e(t+s)a = eta esa = g(t) g(s), = aeta• 262 Elemente de Algebra liniara 8 1 14 Dacă matricea A E Mnxn(K) este diagonalizabilă, atunci există o matrice inversabilă S E Mnxn(K) si Ai, A2, , An astfel încat / Ai 0 ■■■ 0 A = S 1 0 A2 • • • 0 S, 0 0 ■■■ An / relatie din care rezultă tr A = Ai + A2 + + An si egalitatea / eĂ1 0 ■■■ 0 eA = S 1 0 eĂ2 • • • 0 S, 0 0 ■■■ eĂn y care conduce la det eA e^1+^2 + -+Ăn etr A Se poate arata ca relatia deteA = etr A are loc pentru orice matrice A 8 1 15 Exercițiu a) Daca g : R SL(n, K) este un subgrup cu un parametru, atunci df (0) E sl(n, K) b) Daca a E sl(n, K), atunci eta E SL(n, K), oricare ar fi t E R si aplicatia g : R —> SL(n, K), g(t) = eta este un subgrup cu un parametru al lui SL(n, K) astfel încat (0) = a Rezolvare (cazul n=2) Daca f gii(t) gi2(t) g : R —> SL(n, K), g(t) = \ g2i(t) g22(t) este un subgrup cu un parametru, atunci gii(t) gi2(t) g2i(t) g22(t) 1, Vt E R Derivand aceasta relație obținem egalitatea g'i i(t) g2i(t) g'i 2(t) g22(t) gii (t) g2 i(t) gi2(t) g2 2(t) = 0, Vt E R + Algebre Lie 263 care în cazul t = 0 devine g1i(0) a'i2(0) g2i(0) g22(0) = 0, adică + 1 0 0 1 tr-£(0)= g11(0)+ g2 2(0) =0 Exercițiu a) Dacă g : R —> U (n) este un subgrup cu un parametru, atunci ^g(0) G u(n) b) Dacă a G u(n), atunci eta G U(n), oricare ar fi t G R si aplicatia g : R —> U(n), g(t) = eta, este un subgrup cu un parametru al lui U(n) astfel încat ^g (0) = a Rezolvare Daca g : R —> U(n) este un subgrup cu un parametru, atunci g(t)tg(t) = I Vt G R Derivand aceasta relație obținem egalitatea dtg(t) tg(t) + g(t) dt tg(t) =0 care în cazul t = 0 devine 4 g(0) + 4 tg(0) = 0 dt dt 8 1 16 Exercițiu a) Daca g : R —> SU (n) este un subgrup cu un parametru, atunci (0) G su(n)- b) Daca a G su(n), atunci eta G SU(n), oricare ar fi t G R si aplicația g : R —> SU(n), g(t) = eta, este un subgrup cu un parametru al lui SU(n) astfel încat ^g (0) = a 8 1 17 Exercițiu a) Daca g : R —> O(n) 264 Elemente de Algebra liniara este un subgrup cu un parametru, atunci djf (0) E o(n) b) Daca a E o(n), atunci eta E O(n), oricare ar fi t E R si aplicatia g : R —> O(n), g(t) = eta este un subgrup cu un parametru al lui O(n) astfel încât (0) = a 8 2 Reprezentări liniare 8 2 1 Definiție Fie L o algebra Lie peste K si L o algebră Lie peste Kz, unde corpurile K si Kz aparținând lui {R, C}, sunt astfel încat K C Kz Prin morfism de algebre Lie de la L la L' se întelege o aplicare liniara A : L —> L' cu proprietatea A([a, b]) = [Aa, Ab], Va,b E L 8 2 2 Definiție Spunem ca algebrele Lie L si L' peste acelasi corp K sunt izomorfe daca exista un morfism bijectiv de algebre Lie (numit izomorfism) A : L —> L' 8 2 3 Propoziție Daca algebrele Lie L si L' peste acelasi corp K si de aceeași dimensiune au în raport cu doua baze {ei, e2, ,en} si respectiv {e/1,e/2, ,e'n} aceleasi constante de structura n n [ei,ej 12 ek, [ei,ej 12 ek, k=1 k=1 atunci ele sunt izomorfe Demonstrație Aplicatia A : L —> L', Aej = ej, adică n n A(12 ai ei) 12 ai ei i=1 i=1 este un izomorfism de algebre Lie Ea este, evident, liniara, bijectiva si A[a, b] = A [E11 ai ei, j bj ej = £1=1 ai bj A[ei, ej] = £1=1 ai bj m=1 cj Aek = £1=1 ai bj ££=1 cj e’k = £1=1 ai bj [ei, ej] = £1=1 ai bj [Aei, Aej] = [Aa, Ab] Algebre Lie 265 8 2 4 Propoziție Algebrele Lie reale o(3) și su(2) sunt izomorfe Demonstrație Algebra Lie o(3) admite baza c 2 3 3 1 1 2 i { 01 = e3 - 62, 02 = e1 - e3, 03 = 62 - e1 } cu = 03, = 01, = 02, iar algebra Lie su(2) baza I i / 1 2\ 1 z 1 2\ i / 1 2\ 9l(V)> adica o aplicație liniară cu proprietatea q([o, b]) = q(o) y(b) — y(b) Q(a), Va, b E L 8 2 6 Exercițiu Daca L este o algebra Lie complexa, atunci aplicatia q : L —> gl(L) : a Q(a), unde q(o) : L —> L, y(a)x = [a, x], este o reprezentare liniara a algebrei L în spatiul L, numita reprezentarea adjuncta Rezolvare Aplicatia q este bine definita y(a)(ax + fiy) = [a, ax + fiy] = a[a, x] + fi[a, y] = a y(a)x + fi y(a)y liniarăa y(aa + fib)x = [aa + fib, x] = a[a, x] + fi[b, x] = (a y(a) + fi y(b))x si din identitatea Jacobi rezulta 266 Elemente de Algebra liniara 0([a, b])x = [[a, b], x] = — [[b, x], a] — [[x, a], b] = [a, [b, x]] — [b, [a, x]] = 0(a)(^(b)x) — ^(b)(^(a)x) = (^(a)^(b) — 0(b)^(a))x = [^(a), 0(b)]x 8 3 Reprezentări ireductibile 8 3 1 Definiție Fie q : L —> gl(V) o reprezentare liniară a algebrei Lie L în V Spunem ca subspațiul vectorial W C V este invariant fata de q dacă Q(a)(W) CW, Va G L, adicaă dacăa x G W a G L =^ 0(a)x G W 8 3 2 Definiție Spunem ca reprezentarea liniara q : L —> gl(V) este o reprezentare ireductibila dacă singurele subspatii invariante sunt {0} si V în caz contrar, reprezentarea este numita reductibila 8 3 3 Propoziție Fie L1, L2 două algebre Lie izomorfe, : Li —> L2 un izomorfism de algebre Lie Daca Q2 : L2 —> gl(V) este o reprezentare liniara a algebrei L2, atunci Qi : Li —> gl(V), £i(a) = 02 (^(a)), este o reprezentare liniara a algebrei Lie Li în V Reprezentarea Q1 este ireductibila daca si numai daca q2 este ireductibila Demonstrație Avem 0i(aa + fib) = 02(^(aa + fib)) = 02(0 ^(a) + fi ^(b)) = a02(^(a)) — fi02(^(b)) = a0i(a) — fi^i(b), 0i([a, b]) = 02(^([a, b])) = 02(Ha), ^(b)])) = = - Algebre Lie 267 Dacă W C V este un subspatiu vectorial, atunci avem x G W £2(a)x G W, Va G L2, daca și numai daca x G W =^ £>i(a)x = Q2(p(a)) G W, Va G L1 8 3 4 Cunoașterea reprezentărilor ireductibile ale algebrei Lie o(3) este echivalentă cu cunoasterea reprezentarilor ireductibile ale algebrei Lie su(2) 8 3 5 Exercițiu Daca S : V1 —> V2 este un izomorfism de spații vectoriale si Q2 : L —> gl(V2) este o reprezentare liniara a algebrei Lie L în spahiul vectorial V2, atunci £1 : L —> gl(V1), £1(a) = S-1 Q2(a) S, este o reprezentare liniara a algebrei Lie L în spahiul vectorial V1 Reprezentarea este ireductibilă daca si numai daca q2 este ireductibilă Rezolvare Avem £1(aa + Șb) = S-1 q2 (aa + Șb) S = aS-1 Q2(a) S + Ș S-1 Q2(b) S = a (a) + Ș Q1(b), Qi ([a, b]) = S-1 Q2([a, b]) S = S-1 (^1 (a) £1 (b) - ^1(b) £1 (a)) S-1 = S^a) SS-1 Q2(b) S - S-1 Q2(b) SS~1Q2(a)) S = Q1(a) Q1(b) - Q1(b) Q1 (a) = [^1 (a), £1(b)] Subspatiul WCV1 este invariant daca si numai daca S(W) C V2 este invariant Daca subspatiul S(W) este invariant, adica y G S(W) =^ Q2(a)y G S(W), Va G L, atunci x GW =^ Q1(a)x = S-1 Q2(a) Sx GW, Va G L Deoarece Q2(a) = Sy1(a)S-1, din x G W Q1(a)x GW, Va G L, rezultăa 268 Elemente de Algebra liniara Sx G S(W) Q2(a)Sx = SQ1(a)x G S(W), Va G L 8 3 6 Definiție Spunem că reprezentările liniare (?1 : L —> gl(Vi) si Q2 : L —> gl(V2) sunt echivalente daca există un izomorfism liniar S : V1 —> V2 astfel încat ^1(a) = S-1 Q2(a) S, (8 1) adica daca diagrama £1(a) V1 - V1 SS Q2 (a) V2 - V2 este comutativă, oricare ar fi a G L 8 4 Reprezentările algebrelor sl(2, C), su(2) si o(3) 8 4 1 Exercițiu Să se arate ca matricele 1 '' = 2 0 -1 a- 0 1 0 0 formează o baza a algebrei Lie complexe sl(2, C) si [a3,a± ] = ±a±, [a+,a-]=2 a3 Daca q : sl(2, C) —> gl(V) este o reprezentare a algebrei Lie sl(2, C) în spațiul V, atunci A3 = Q(a3), A+ = ^(a+), A- = g(a-) Algebre Lie 269 verifică relațiile [A3,A± ] = ±A±, [A+,A-]=2 A3 Rezolvare Matricea f a11 a12 \ „ G M2x2(C) \ 021 ®22 / aparține algebrei Lie sl(2, C) daca și numai daca «n + a22 = 0 Dar, în acest caz, / a11 a12 \ I I = 2aii 13 + 012 a | + 021 a— \ a21 —a11 ) Deoarece q este morfism de algebre Lie obținem [A3,A±] = [^(«3), £»(a±)] = ^([fl3,a±]) = £>(±a±) = ±£>(a±) = ±A±, [A+, A—] = [^(a+), q(1-)] = £>([a+, a—]) = ^(2 13) = 2^(«3) = 2 A3 8 4 2 Propoziție Dacă q : sl(2, C) —> gl(V) este reprezentare ireductibila de dimensiune n = 2j + 1, atunci exista v =0 astfel încât A3v = jv si A+v = 0, unde A3 = q(i3), A+ = Q(a+) Demonstrație Operatorul liniar A3 : V —> V admite cel puțin o valoare proprie A G C Fie x0 G V un vector propriu corespunzator, adica A3xo = Axo Deoarece A3(A+xo) = (A3A+)xo = (A+A3 + A+)xo = A+A3Xo + A+xo = (A + 1)A+xo, rezulta ca vectorul x1 = A+xo verifica relatia A3x1 = (A + 1)x1 Similar, din A3(A+X1) = (A3A+)x1 = (A+A3 + A+)x1 = A+A3X1 + A+X1 = (A + 2)A+X1 rezultă ca vectorul x2 = A+x1 = (A+)2xo verifică relatia A3x2 = (A + 2)x2 Se poate astfel arata ca toti vectorii din sirul 270 Elemente de Algebra liniara Xo, X1 = A+Xo, X2 = (A+ )2 Xo, X3 = (A+)3X0, verifică relația A3Xk = (A + k)xk Vectorii nenuli din acest șir sunt vectori proprii ai lui A3, și deoarece corespund la valori proprii distincte, ei sunt liniar independenti Spatiul V fiind finit dimensional, rezulta ca sirul x0, x1, x2, poate contine doar un numar finit de vectori nenuli, adica exista xl = 0 cu xl+1 = A+xl = 0 Alegând v = xl, avem A+v = 0 Fie sirul de vectori w0 = v, w1 = A w0, w2 = (A-)2w0, Avem A3W0 = (A + l)w0, A3w1 = A3(A w0) = (A3A )w0 = (A A3 — A )w0 = (A + l — 1)w1, A3w2 = A3(A w1) = (A3A )w1 = (A A3 — A )w1 = (A + l — 2)w2 si, în general, A3wk = (A + l — k)wk La fel ca mai sus se arata ca sirul w0, w1, w2, contine un numar finit de termeni nenuli, ca exista wm = 0 cu wm+1 = A wm = 0 Deoarece A+w1 = A+(A w0) = (A+A )w0 = ([A+, A ] + A A+)w0 = 2 A3w0 = (2A + 2l)w0, A+w2 = A+(A w1) = (A+A )w1 = ([A+, A ] + A A+)w1 = (2 A3 + A A+)w1 = 2( A + l — 1)w1 + (2A + 2l)A w0 = 2(2A + 2l — 1)w1, A+w3 = A+(A w2) = (A+A )w2 = ([A+, A ] + A A+)w2 = (2 A3 + A A+)w2 = 2(A + l — 2)w2 + 2(2 A + 2l — 1)A w1 = 3(2A + 2l — 2)w2, si, în general, Algebre Lie 271 A+wk = k(2 A + 2l — k)wfc-1, subspațiul W = (wq, wi, , wm), generat de vectorii liniar independenți wQ, w1, , wm, este invariant față de acțiunea operatorilor A3, A+ si A- • Reprezentarea q fiind ireductibilă, trebuie ca W = V si deci n = m + 1 Matricea operatorului A3 în raport cu baza {wQ, w1, , wm} este matricea diagonala A+l 0 ■■■ 0 0 0 A + l — 1 ■■■ 0 0 0 0 ■■■ A+l—m+1 0 0 0 ■■■ 0 A+l— m Pe de alta parte, din relatia [A+,A-] = 2 A3, rezultă că trA3 = 2 tr([A+, A-]) = 1 (tr(A+, A-) — tr(A-A+)) = 0 Deducem ca (A + l) + (A + l — 1) + • • • (A + l — m) = 0, adica m(m + 1) 0 (m + 1)(A + l) — 2 Deoarece n = m + 1, rezulta ca m A +1 = T = si notand j = (n — 1)/2, obținem A3v = j v n—1 2 8 4 3 Propoziție Dacă q : sl(2, C) —> gl(V) este reprezentare ireductibila de dimensiune n = 2j +1 și v = 0 este astfel încât A3 v = j v, A+v = 0, atunci sistemul de vectori { v-j, v-j+b •••> vj }, definit prin relațiile 272 Elemente de Algebra liniara Vj = v, A vk = Vj(j + 1) - k(k - 1) vfc i, este o baza a lui V astfel încât A3vk = kvk, A+vk = Vj(j + 1) - k(k + 1) vk+i- Demonstrație Deoarece j(j + 1) — k(k — 1) = 0 =^ k = -j sau k = j + 1, rezultă ca exista constantele nenule c1, c2, , c2j astfel încat vj = Wo, vj i = Ci W1, vj 2 = C2 W2, v j = C2jW2j, unde {w0,w1, ,w2j} este baza lui V obtinuta în demonstrata propozitiei precedente Deoarece A3wk = (j — k)wk, rezulta ca A3vk = kvk Din relația A vj = Vj(j + 1) - j(j-1) vj i = V2?vj i rezultăa A+vj i = A+A vj = (A A+ + 2A3)vj = 2j vj = Vj(j+1) - (j-1)j vj Presupunand că A+vk = a/j(j + 1) - k(k + 1) vk+i, obtinem A+vk i = ■ A+A vk = Vj j+it k i) A A+ + 2A>>vk i jtiH» » (j 1 1'- k(k' 1 ■'1 vk+i + 2A3vk) 1 \/j(j+i) k(k i) ((j(j + 1) - k(k + 1)) + 2k) vk = Vj(j + 1) - (k - 1)k vk 8 4 4 Teoremă a) Oricare ar fi n G{0,1,2, }, oricare ar fi spatiul vectorial complex V de dimensiune n = 2 j + 1 si oricare ar fi baza {v j, v j+i, , vj } a lui V aplicatia q : sl(2, C) —> gl(V) definita prin relatiile A3 vk = kvk, A± vk j(j + 1) - k(k ± 1) vk±i, (8 2) Algebre Lie 273 unde A3 = g(a3) și A± = p(a±), este o reprezentare ireductibila a algebrei Lie sl(2, C) b) Reprezentările (8 2) cu aceeași dimensiune sunt echivalente c) Reprezentările (8 2) sunt, până la o echivalență, toate reprezentările ireductibile finit dimensionale ale algebrei Lie sl(2, C) Demonstrație a) Avem [A3, A± ] Vk = (A3A± — A± A3 )Vk = (k ± 1)Vj(j + 1) — k(k ± 1) Vk±i — ky/j(j + 1) — k(k ± 1) Vk±i = ±Vj(j + 1) — k(k ± 1) Vk±i = ±A±Vk, [A+, A ] Vk = (A+A — A A+)vk = Vj(j + 1) — k(k — 1) A+Vk i — a/j(j + 1) — k(k + 1) A Vk+i = (j(j + 1) — k(k — 1))vk — (j(j + 1) — k(k + 1))vk = 2kvk = 2A3 Vk, ceea ce arata ca relațiile (8 2) definesc o reprezentare a algebrei Lie sl(2, C) Fie W = {0} un subspatiu invariant si fie x = x j v j + x j+i v j+i + • • • + Xj Vj G W un vector nenul fixat Cel puțin unul dintre coeficienții lui x este nenul Fie k = min{ l | xl = 0 } Din (8 2) rezulta ca (A+)j lx = CVj, unde c este o constanta nenula Deoarece W este invariant, din relatia precedenta rezulta ca Vj G W si apoi ca vectorii A Vj, (A )2Vj, (A )3Vj, , (A )2jVj, care coincid pană la înmultirea cu anumite constante nenule cu vectorii Vj i, Vj 2, , V j, apartin lui W Rezulta astfel ca orice subspatiu invariant nenul W coincide cu V b) Dacaă q : sl(2, C) > gl(V), q' : sl(2, C) > gl(V') 274 Elemente de Algebra liniara sunt două reprezentări liniare de dimensiune n = 2j + 1 și {v-j, V-j+1, , Vj }, {v' j, v' j+1, , vj } bazele corespunzătoare, atunci S : V V, Svk = vk este un izomorfism liniar si g(a) = S 1g'(a) S, Va G sl(2, C) c) Afirmatia rezulta din rezultatele prezentate la pag 269-2 si pag 271-3 8 4 5 Propoziție Dacă Q1 : L —> gl(Vi), Q2 : L —> gl(V2) sunt reprezentări liniare ale algebrei Lie L, atunci aplicația £?1 ® Q2 : L —> gl(V1 ® V2) definită prin relația (Q1 ® Q2)(a)(x1,X2) = (^1(a)x1, Q2(a)x2) este o reprezentare liniară în spatiul V1 ® V2 = { (X1,X2) | X1 G V1, X2 G V2 } (numită suma directă a reprezentărilor q1 si Q2) Demonstratie Aplicația ^1 ® q2 este liniara (01 ® Q2)(aa + fib) = 0(^1 ® Q2)(a) + fi(^1 ® Q2)(b) si (Q1 ® ^2)([a,b])(x1 ,X2) = (^1([a,b])x1, ^2([a,b]>X2) = ([^1(a),^1 (b)]X1, [^2 = (Q1(a)Q1(b)X1 - Q1(b)Q1(a)X1, Q2(a)Q2(b)X2 - Q2(b)Q2(a)X2) = (s»1 ® Q2)(a) (Q1(b)X1, Q2(b)X2) - (Q1 ® Q2)(b) (Q1(a)X1, Q2(a)X2) = [(^1 ® Q2)(a), (Q1 ® Q2)(b)](X1,X2) Algebre Lie 275 8 4 6 în teorema de la pag 272-4 am descris reprezentările ireductibile ale algebrei Lie sl(2, C) Se poate arata ca orice reprezentare liniara finit dimensionala a algebrei Lie sl(2, C) este o suma directa de astfel de reprezentari 8 4 7 Propoziție Fie L o algebra Lie reala Definind pe complexificatul spațiului vectorial L CL = { a + i a' | a, a' G L } croșetul [a + i a!, b + i b1] = [a, b] — \a!, b1] + i ([a, b1] + \a!, b]) obținem o algebra Lie complexa, numita complexificata algebrei Lie reale L Demonstratie Prin calcul direct se arata ca [(a + ia')(a + ia') +(fi + ifi')(b + ib'), c + ic'] = (a + ia')[a + ia', c + ic'] + (fi + ifi')[b + ib', c + ic'], [a + ia', b + ib'] — [b + ib', a + ia'], [[a + ia', b + ib'], c + ic'] +[[b + ib', c + ic'], a + ia'] +[[c + ic', a + ia'], b + ib'] = 0 8 4 8 Propoziție a) Dacă L este o algebră Lie reală si dacă Q : L —*• gl(V) este o reprezentare liniară (în spatiul vectorial complex V), atunci q : CL —> gl(V), (5(a + ia')x = ^(a)x + i Q(a')x este o reprezentare liniară b) Reprezentarea q este ireductibilă dacă și numai dacă q este ireductibilă Demonstrare a) Se arată prin calcul direct ca q este aplicație C-liniara q( (a + ia') + (b + ib')) = Q(a + ia') + Q(b + ib'), q( (a + ifi)(a + ia')) = (a + ifi) Q(a + ia') si ca 276 Elemente de Algebra liniara Q( [a + ia', b + ib']) = [(5(a + ia'), Q(b + ib')] b) Dacă W C V este astfel încât x G W =^ Q(a)x G W, oricare ar fi a G L, atunci x G W =^ Q(a + ia' )x = g(a)x + i g(a')x G W, oricare ar fi a + ia' G CL Invers, daca x G W =^ Q(a + ia')x G W, oricare ar fi a + ia' G CL, atunci x G W =^ Q(a)x = Q(a + i0)x G W, oricare ar fi a G L 8 4 9 L poate fi identificata cu o submulțime a lui CL folosind aplicația L —> CL : a a + i0 Mai mult, [a, b] = [a + i0, b + i0], Va, b G L Dacă {b1,b2, ,bn} este o baza a algebrei Lie reale L, L = { ai bi + a2 b2 + • • • + an bn | aj G R }, atunci {b1, b2, , bn} este în acelasi timp baza a algebrei Lie complexe CL, CL = { ai bi + a2 b2 + • • • + an bn | aj G C } 8 4 10 Propoziție a) Dacă q : CL gl(V) este o reprezentare liniara a complexificatei algebrei Lie reale L, atunci qIl : L —> gl(V), ^|L(a)x = g(a + i0)x, este o reprezentare liniara a lui L b) Reprezentarea qIl este ireductibila daca si numai daca q este ireductibila Algebre Lie 277 Demonstrație a) Aplicația q\l este R-liniară q\l(o, + b) = Q(a + b + i0) = g(a + i0) + g(b + i0) = ^\l(a) + Q\r(b), g\L(aa) = Q(aa + i0) = ag(a + i0) = q q\l (a) §i q\l([a, b]) = g([a, b] + i0) = ^([a + i0, b + i0]) = [£>(a + i0), Q(b + i0)] = [^|i(a), q\l(b)] b) Daca W C V este astfel încat x G W =^ Q(a + ia')x G W, oricare ar fi a + ia' G CL, atunci x GW =^ g\L(a)x = Q(aa + i0)x GW, oricare ar fi a G L Invers, daca x G W =^ q\l(o)x g W, oricare ar fi a G L, atunci x GW =^ g(a + ia')x = g(a + i0)x = q( (a + i0) + (0 + i) (a' + i0) )x = Q(a + i0)x + iQ(a' + i0)x = q\l(a)x + iQ\L(a')x G W, oricare ar fi a + ia' G CL 8 4 11 Propoziție Complexificata Csu(2) a algebrei su(2) este izomorfa cu sl(2, C) Demonstrație Algebra Lie reala su(2) admite baza I i / 1 2x 1 2\ sl(2, C), definita prin 278 Elemente de Algebra liniara Aui — —ias, Au2 — (®+ — a—), Aus — — (a+ + a-), este un izomorfism de algebre Lie deoarece [Aui, Au2] — [—ia3, 2 (a+ — a—)] — — 2 [a3, a+] + 2 [a3, a—] — — 2 (a+ + a—) — A u3 — A [u1, u2], [Au2, Au3] — — — j ([a+, a—] — [a—, a+]) — — 2 [a+, a—] — —i a3 — Aui — A [u2, u3], [Au3, Au1] — [—2 (a+ + a—), —ia3] — — 2 [a+, a3] — 1 [a—, a3] — — 1 a+ — 2 a— — Au2 — A [u3, u1 ] 8 4 12 Din rezultatul prezentat la pag 276-10 rezultă ca descrierea reprezentărilor ireductibile ale algebrelor Lie izomorfe o(3) si su(2) este echivalenta cu descrierea reprezentarilor ireductibile ale algebrei Lie complexe Csu(2) Pe de alta parte, din rezultatele prezentate la pag 266-3 si pag 277-11 rezultăa ca descrierea reprezentarilor ireductibile ale algebrei Csu(2) este echivalenta cu descrierea reprezentarilor ireductibile ale algebrei sl(2, C), reprezentari descrise în teorema de la pag 272-4 8 4 13 Propoziție Plecând de la orice algebră Lie complexă L se poate obține o algebră Lie reală L0 prin restricția scalarilor, și dimR Lo — 2dimCL 8 4 14 Alegand baze adecvate, se poate arăta că algebra Lie reala sl(2, C)o obfinuta din sl(2, C) prin restricția scalarilor, este izomorfa cu algebra Lie o(1,3) a grupului Lorentz Capitolul 9 Sisteme cuantice cu spatiu Hilbert finit-dimensional 9 1 Stari pure si stari mixte 9 1 1 Formalismul matematic utilizat pentru descrierea unui sistem cuantic se bazează pe utilizarea unui spațiu Hilbert H, finit sau infinit-dimensional Vom prezenta câteva elemente ale acestui formalism, limitandu-ne la cazul în care H este finit-dimensional 9 1 2 Fiecare vector nenul \^)gH descrie o stare a sistemului cuantic, dar vectorii care se pot obține unul din altul prin înmulțierea cu o constanta descriu aceeasi stare Astfel, toti vectorii a\^) cu a G C* = C-{0} descriu aceeasi stare în general, pentru descrierea unei stari se prefera utilizarea unui vector \^) normat, adica astfel încat \M\ = VW) = i- Aceasta restrictie determina vectorul corespunzator unei stari pana la un factor de faza deoarece toti vectorii eie \f) cu 0 G R au aceeasi normă si descriu aceeasi stare 279 280 Elemente de Algebra Liniara 9 1 3 Spațiul A(H) al operatorilor autoadjuncți A : H —> H definiți pe un spațiu Hilbert de dimensiune d este un spațiu Hilbert real de dimensiune d2 cu produsul scalar (A,B) = tr(AB) si norma asociata ||A|| = = VtTĂ2 9 1 4 Pentru descrierea starii sistemului cuantic, în locul vectorului normat se poate utiliza proiectorul ortogonal corespunzator Qg : H—>H, Qg = |^X# care este un operator autoadjunct (Qg V1,V2) = (^1 ,f)(^,V2) = ( , pozitiv &\QgM = ( |2 > 0, si cu urma egala cu 1 (v pag 118-10 ) tr Qg =tr |^)(^| = 1 Plecand de la aceste proprietăti, se defineste un concept matematic care ne permite să distingem o clasa mai larga de stari ale unui sistem cuantic 9 1 5 Definiție Un operator autoadjunct q, pozitiv si cu urma egala cu 1 q* = q, q > 0, tr q = 1, se numeste operator densitate 9 1 6 Operatorii densitate descriu stări generalizate ale sistemului cuantic Printre ei se afla operatorii de forma Qg = |^)(^| care descriu stări pure Ceilalti operatori densitate descriu stari mixte 9 1 7 Fiecare operator densitate, fiind autoadjunct, este diagonalizabil, adică există o baza ortonormata {fyj)}j=1 astfel încat d Q 12 pj C/ ^j|- (9J) j=i Valorile proprii pj, care nu sunt obligatoriu distincte, verifica conditiile Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 281 n Pj > 0 si ^Pj =tr q = 1 j=1 din care se deduce imediat că 0 =Pk j=i j=i Egalitatea q2 = q are loc dacă și numai daca pk = Pk’ oricare ar fi k G{1,2, ,d} Deoarece pk = Pk Pk G{0, 1}’ condiția Ș2d=i Pj = 1 este îndeplinita doar în cazul în care doar unul dintre numerele pi, p2, , pd este egal cu 1 în acest caz, q reprezinta o stare pura 9 1 12 * Multimea E a operatorilor densitate, definiți pe un spațiu Hilbert H, este o multime convexă în spatiul vectorial L(H) al tuturor operatorilor liniari definiti pe H deoarece (?i G E’ ((1 — A)pi + Ă^2)* =(1 — A)^i + ă^2’ £>i G E, (1 — A)^i + A^2 > O, (1 — A)^i + A^2 G E A G tr ((1 — A)^i + A^2) = 1 9 1 13 * Spunem că q G E este punct extrem al multimii convexe E daca relatia Q = (1 — A) pi + Aq2 cu (?i ’ Q2 g e A G este posibila doar în cazul q = ^i = q2 9 1 14 * Orice stare pura este punct extrem al mulțimii convexe E Fie starea pura q = |WXWI si £?b Q2 G E, A G astfel încat Q = (1 — A)£i + A^2 Deoarece q2 = q, ultima relafie se mai poate scrie Q = (1 — A) QQi q + AQQ2Q’ 284 Elemente de Algebra Liniara și avem 1 = (1 - A)tr(^^iq) + Atr(££2£)- (9-2) Operatorii densitate și q2 verifica relațiile tr(^jq) =tr(£2£j) = tr(^) = (q, Qi) = 52Ws, SiQej} > 0, j=i j=i unde {ej}j=i; ,,d este o baza ortonormată a lui H Dacă am avea tr (qqiq) C : s 0(s) dacă identificăm 0 = f J G C2 cu funcția 0 : {0,1} —> C, definită prin 9 2 3 0(0) = a, 0(1) = Ș în mecanica cuantică, momentul cinetic este o mărime discretă Singurele valori posibile sunt 0, ± jh, ±h, ±3h, ±2h, , unde h este constanta lui Planck împărțită cu 2n Particule cum ar fi electronul, protonul si neutronul 1 au un moment cinetic intrinsec egal cu 2h, numit spin în acest caz, pentru orice directie, valorile posibile ale spinului sunt ±|h Alegând |h ca unitate de măasurăa pentru spin, putem considera căa singurele valori posibile sunt ±1 Dacă se ia în considerare doar spinul, stările particulei pot fi descrise cu ajutorul spatului Hilbert C2 Dacă |0) si |1) sunt stările proprii în care spinul are valori bine determinate, 1 si respectiv -1, atunci orice element de forma a|0) + Ș |1) descrie o stare posibilă a particulei rezultată dintr-o suprapunere a celor două stări 9 2 4 Spatiul L(C2) al operatorilor liniari A : C2 —> C2 este un spatiu Hilbert de dimensiune 4, cu produsul scalar definit prin relația (A,B) = tr(A*B), pentru care operatorii Pauli {ao = I,a1 ,a2,a3} formează o bază ortogonală Orice operator A gL(C2) se poate reprezenta sub forma 1 1 ( ro+rs r - ir2 \ A = 2(ro ao + n 01 + r2 02 + r3 as) = - , 2 2 \ r1 +ir2 ro -r3 J cu ro,r1,r2,rs G C Rezolvănd ecuatia caracteristică Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 287 ro+rs ri-ir2 ri+ir2 ro = 0, 2 A 2 2 2 A se obțin pentru A valorile proprii complexe ro ± Vr2 + r2 + r3 A1’2 = 2 9 2 5 Spațiul A(C2) al operatorilor autoadjuncți A : C2 —> C2 este un spatiu Hilbert real de dimensiune 4 cu produsul scalar definit prin relatia (A,B) = tr(AB), pentru care operatorii Pauli {ao = I, a1, a2, ^3} formează o baza ortogonala Orice operator A gA(C2) se poate reprezenta sub forma 1 1 / ro+r3 ri - ir2 A A = 2(ro ^o + r • a) = - , 2 2 \ ri +ir2 ro -r3 ] cu ro GR, r = (r1, r2, r3) G R3 si = (a1 , ^2, ^3) Rezolvând ecuatia ro+rs 2 -A ri—ir2 ri+ir2 2 ro = 0, 2 2 A se obtin pentru A valorile proprii reale A ro ±llrll A1’2 = —2— 9 2 6 Deoarece, pentru AgA(C2) avem tr A = ro si A > 0 ||r|| , descrise de operatorul densitate 1+cos Q sin Q e sin Q e1^ 1+cos Q îi corespunde vectorul unitar r = (sin Q cos f, sin Q sin f, cos Q) G S2 = dQ2 1 Q =2\ Stăarile pure corespund la puncte aparțtinand suprafețtei sferei, iar cele mixte la puncte interioare Puritatea unei stari creste cand ne apropiem de suprafațta sferei, iar impuritatea cand ne apropiem de centrul sferei 9 2 8 Punctul de pe sfera diametral opus punctului cu coordonatele unghiulare (+, Q) are coordonatele ( ) si |-) = N(|0)-|1)) avem 2(|0)(0| + |1)(1|) = 2(|+)(+| +1-)(-|)• 9 2 12 în spațiul Hilbert L(C2), operatorii autoadjuncți 11 1 1 —;=!, Fa1, Fa2, -;=a3 22 2 2 formeaza o baza ortonormata Numerele r0, r1, r2, r3 din relata 1 / ro+r3 A = 1 2 ri - ir2 ri+ir2 ro - r ) numite parametrii Stokes ai lui A, se pot exprima sub forma ri = {A, a») = tr (Aa») Alte baze ortonormate se pot obtine plecand de la baze ortonormate ale lui C2 Daca {|u>, |v)} este baza ortonormata în C2, atunci operatorii |uXH |u)H |vXv| formeaza o baza ortonormata în L(C2) 9 2 13 Se stie că relatiile 2 3 4 ez = 1 + + Z2 I z3 I I e = 1 ' 1! ' 2! ' 3! ' 4! ' • • • z o z-cos Z = 1 - 2Ț + 4Ț - 6T + ••• 357 sin z = + z Z7 I sin z = 1! 3! + 5! 7! + • • • Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 291 au loc oricare ar fi z G C 9 2 14 Dacă operatorul A este astfel încât A2 = I, atunci operatorul I+itA + oț)2 A2 + (iț)3 A3+ 1 + 1! A+ 2! A + 3! A + eitA verifica relația 1 t2 t4 1 - 2! + 4! eitA t6 X (t t3 t5 t7 6! + ■■■ 1 + ilî! - 3! + 5! - 7! + ” adica avem eitA = cos ti + isin tA, oricare ar fi t G R 9 2 15 Fie r = (r1,r2,r3) GR3 un vector unitar Deoarece 222 a1 = a2 = a3 = 1 si ala2 = —^2^1, operatorul verificaă relatia si prin urmare, r • a = riCTi + /va-j + r3a -; (r • a)2 = I eitr'CT = cos ti + isin tr • a, oricare ar fi t G R în particular, operatorii t ■ t ■ t Rx(t) = e—i 2 , Ry (t) = e 1 2 , Rz (t) = e—i 2 verifică relațiile (a se vedea si pag 143-6) Rx(t) = cos 2 I — i sin 2 ax cos 2 —i sin 2 —i sin | cos 2 Ry (t) = cos 2 I — i sin 2 ay = cos | sin I Rz (t) = cos 2 I — i sin 2 az — sin f cos 2 it ei 2 — i - e i 2 0 0 292 Elemente de Algebra Liniara 9 2 16 * Vectorul Bloch corespunzător stării Rx(t)|^) cu matricea densitate (t) se obtine rotind în jurul lui Ox vectorul Bloch corespunzător stării |^) Mai general, dacă q este matrice densitate , vectorul corespunzător stării Rx(t)oR*x(t) se obține rotind în jurul lui Ox vectorul Bloch corespunzător stării q deoarece / 1+rs ri - ir2 \ ( 1+r3 Rx (t) RX(t) = , , \ r1 +ir2 1 — r3 f \ rj+ir2 r'1 — ir 2 1 — r3 cu r'1 \ / 1 0 0 \ / r1 r'2 II 0 cos t — sin t r2 r3 / \ 0 sin t cos t / \ r3 Similar, vectorul corespunzător stării Ry(t)gR*y(t) se obține rotind în jurul lui Oy vectorul Bloch corespunzător stării q deoarece (1+r3 r1 — ir2 \ / 1+r3 r'1 — ir'2 \ Ry (t) = , , , , r1 +ir2 1 — r3 J \ r'1+ir'2 1 — r3 ) cu (r'1\ ( cos t 0 — sin t \ / r1 \ r2 I = I 0 1 0 I I r2 I r3 j \ sin t 0 cos t } \ r3 j Vectorul corespunzător stării Rz(t)oR*z (t) se obtine rotind în jurul lui Oz vectorul Bloch corespunzător stării q deoarece 1+ r3 Rz (t) \ ri +ir2 ri — ir 2 1 — r3 1+r3 r'1+ir2 r'1 — ir2 1 — r3 cu cos t sin t 0 — sin t 0 ri cos t 0 r2 0 1 r3 9 2 17 * Transformările unitare corespund rotațiilor sferei Bloch O transformare unitară U : C2 —> C2 este o transformare cu proprietatea UU * = U *U = I Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 293 Elementele matricei corespunzătoare verifică relațiile |uoo|2 + |uoi|2 |uio|2 + |uii|2 = 1, = 1, uoo uio u01 uii |uoo |2 + |uio |2 = 1, |uoi|2 + |un |2 = 1, UooUio + HoiUii = 0, UooUoi + UioUii = 0 O matrice verifică primele patru relații dacă si numai dacă este de forma U= 7 i— cos 2 e12 • t' 1 c sin 72 e12 • c 1b — sin 2 e12 t' 1d cos t2 e1 2 Pentru a verifica si ultimele doua relații, este necesar si suficient ca d, adicăa săa fie de forma U= t^ 1 — cos t2 e1 2 sin 2 e12 7 1 - — sin t2 e1 2 7/ 1 b + c— a cos t2 e1 2 Ultima matrice se poate scrie sub forma U = a — c — b — î b+c U = e1~ 7 1 ( — — b) + (a —c) cos t2 e1 2 7 1 (a —c) —(a —b) sin 2 e 1 t/ 1(——c)—(——b) — sin t2 e1 2 7/ 1 (a —b) + (a —c) cos t2 e-1 2 2 sau U —1t e 12 : t 0 e1 2 7 cos 2 sin 2 — sin 2 cos t2 —1 t- e 12 11- 0 e1 2 0 0 adica sub forma unui produs de rotatii înmultit cu un factor de faza U = e1 Rz(t) Ry (t') Rz (t"), unde t = a——b si t" = ^—f • 294 Elemente de Algebra Liniara 9 2 18 Operațiile logice cu stări cuantice, cu ajutorul cărora se procesează informația cuantică, sunt descrise de opertori unitari (numiți quantum gates în engleza) Printre transformarile unitare frecvent utilizate se afla transformarile Pauli I = |0)(0| + |1)(1| cu matricea ai = |0)(1| + |1)(0| cu matricea a2 = i|1)(0| — i|0)(1| cu matricea = |0)(0| — |1)(1| cu matricea 0 1 ) ’ 0 ai = 1 transformarea Hadamard H = (|0> H admite descompunerea spectrală A = £ APx, x unde A parcurge valorile proprii ale lui A, iar Px sunt proiectorii ortogonali pe subspatiile proprii corespunzătoare Operatorii Px verifica relatiile £px=i, px=Px=pX, X Px Px = Px daca A = A' 0 daca A = A1 9 3 3 O măsurătoare ideală corespunde unui operator autoadjunct (observabila) A = £ APx ă care satisface condițiile: 1) singurele rezultate care se pot obține sunt valorile proprii A; 2) în starea q rezultatul A se obtine cu probabilitatea p(A) = tr (qPx); 3) în cazul obtinerii rezultatului A, starea după masurătoare devine / pxQpx Q p(A) O masuratoare ideala mai este numita si proiectiva sau von Neumann 9 3 4 în cazul unei stari pure |^), operatorul densitate = |^)(^| verifică relația tr (q^ Px ) = (^\Px\f)- în starea pura |^), rezultatul A se obtine cu probabilitatea P(A) = P\f) iar starea sistemului dupăa maăsurăatoare este starea purăa \^x ) = px \f) v/p(A) 9 3 5 Starea post-masuratoare \^x) este o stare proprie a observabilei masurate A\^x ) = A\^x )■ 296 Elemente de Algebra Liniara Dacă subspațiul propriu corespunzător valorii A este unidimensional, aparatul cu care s-a masurat observabila A poate fi utilizat pentru a prepara sisteme cuantice în starea |^A) 9 3 6 Valoarea medie a observabilei A în starea q este (A) = Ap(A) = tr(^A) A In cazul unei stari pure |^), valoarea medie a lui A este A = AP(A) = \2 este ortogonal pe \ XX si \ X2) admite descompunerea \^2Î = (X1\X2Î\X1) + \ 1 — \ (Xi \ X2Î \ 2 \#) 9 3 10 Dacă se știe ca sistemul cuantic a fost preparat în una dintre stările neortogonale \ X1) si \ XX, atunci masurând observabila (v pag 298-9) A = \ X1 XVfi \ + 2 \ XV’l’ \ = P1 + 2P2 nu se obține o informație completa privind starea sistemului Singurele rezultate care se pot obține în urma masuratorii sunt 1 si 2 Dacă sistemul a fost preparat în starea \ X1), atunci se obtine: - rezultatul 1 cu probabilitatea p(1) = (X1 \ P1 \ X1) = 1 si - rezultatul 2 cu probabilitatea p(2) = (X1 \ P2 \ X1) = 0 Dacă sistemul a fost preparat în starea \ X2), atunci se obtine: - rezultatul 1 cu probabilitatea p(1) = (X2 \ P1 \ X2) = \ (X1 \ X2) \ 2 si - rezultatul 2 cu probabilitatea p(2) = (X2\ P2\ X2) = 1 — \(X1 \ X2)\ 2 Prin urmare: - rezultatul 2 indica starea \ X2); - rezultatul 1 nu permite identificarea stării 9 3 11 O stare \ X) râmane nemodificata în urma unei masuratori dacă alegem o observabila A pentru care \ X) este stare proprie Daca starea \ X) este necunoscutăa, nu avem cum săa alegem măasuraători care saă o lase nemodificatăa Probabilitatea p(A) = (X \ Pa \ X) = (X \ Pa* Pa \ X) = \ \ Pa X \ \ 2 Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 299 este pătratul lungimii proiecției vectorului |^) pe subspațiul propriu corespunzător valorii A Măsurând o observabilă A într-o stare necunoscută obținem ca rezultat o valoare proprie A a lui A și putem deduce doar că p(A) = ||Pa^||2 = 0 După măsurătoare, din starea necunoscută |^) mai rămănem doar cu proiectia ei pe un subspatiu propriu al lui A 9 3 12 Dacă am dispune de un număr mare de copii ale sistemului cuantic pregătite în starea |^) si dacă am repeta măsurătoarea observabilei A, rezultatele obtinute ar fi distribuite în jurul valorii medii (A) = ț^|A|^) O măsură a gradului de dispersare a lor este dată de abaterea medie patratica AA = y/(A — (A))2^) = a/A2Av:}2, adică AA = A — (A))2) = C(A2) — (A)2 9 3 13 Deoarece a1 admite reprezentarea spectrală oi = |+) ±|1», măsurând a1 în starea |0) se obtine: - rezultatul 1 cu probabilitatea p(1) = (0|+)(+|0) = j si - rezultatul —1 cu probabilitatea p(—1) = (0|— )(—|0) = 2 Prin urmare, se pot obtine ambele rezultate si valoarea medie a lui a1 este W = (0|ai |0) = 0 Deoarece &2 = I, în starea |0) avem tâ) =1 si Aai = — 2 = 1 Similar, se poate arăta că în starea |0) avem = 0, {02} = 1 si Aa2 = 1 9 3 14 Dacă |^) este stare proprie a observabilei A, A\f) = /\ r , atunci, în starea |^), avem A A = a/ (^>, A2'^') — A^>)2 = 0 300 Elemente de Algebra Liniara 9 3 15 * Teoremă (Relația de incertitudine) Daca A,B : H —> H sunt doi operatori autoadjuncți și AA = V{fi, (A - {A})2fi}, AB = V(^, (B - (B))2fi), atunci AA AB > IMA-B1WI, 2 oricare ar fi starea normată \ fi)eH Demonstrație Fie C = A — (A), D = B — (B} și {Cfi, Dfi} = a + fii cu a, fi G R Din relațiile {fi, CDfi} = {Cfi, Dfi} = a + fii {fi, DC fi} = {Dfi, Cfi} = a — fi i rezulta ca {fi, [C, D}fi} = {fi, CDfi} — {fi, DCfi} = 2fii {fi, {C, D}fi} = {fi, CDfi} + {fi, DCfi} = 2a și prin urmare | {fi, \C,D\fi} |2 + | {fi, {C,D}fi} |2 =4 | {Cfi,Dfi} |2 Insa, conform inegalitații Cauchy-Schwarz, fiCfi^fifi2 |2 Kfi- [A'B1fi>l 2 Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 301 9 3 16 Dacă pregătim un număr mare de sisteme cuantice identice, toate în aceeași stare |fi), si le utilizam pe unele dintre ele pentru a masura observabila A , iar pe celelalte pentru a masura observabila B, atunci abaterile medii patratice AA si AB verifica relația de incertitudine AA AB > 2 9 3 17 Observabilele a1 si a2 verifică relatia [ai ,^2 ] = 2i as, si prin urmare Aai Aa2 > 2", oricare ar fi starea normata |fi) GC2 în cazul |fi) = |0), avem (v pag 299-13) Aai = Aa2 = 1, as|0) = |0), si prin urmare, egalitate în relația de incertitudine Aai Aa2 = l 0 si £ Ex = £ MXMx = I X X 304 Elemente de Algebra Liniara 9 4 6 Definiție Un set de operatori {Aa : H —> H}, satisfăcând condițiile A A = AĂ, Aa > 0 și Vi = I, (9 3) A este numit măsură cu valori operatori probabilitate (POVM) 9 4 7 Dacă {MA} este măsurătoare generalizată, atunci {EA = M*MA} este POVM Invers, dacă {EA } este POVM, atunci {MA = a/EĂ } este o măsurătoare generalizată cu proprietatea MAMa = Ea Măsurătoarea generalizată corespunzătoare lui {EA} nu este unică: dacă {UA} sunt operatori unitari, atunci {MA = U^/EĂ } este o măsurătoare generali-zataă cu proprietatea Ma*Ma = VEĂ U* UaVEĂ = Ea 9 4 8 Un POVM {Ea} corespunde la mai multe măsurători {Ma}, dar din relația p(A) = tr (Ma qMa) = tr (qMaMa) = tr (qEa ) rezultă că probabilitățile p(A) sunt aceleasi Dacă nu suntem interesați de starea post-măsurătoare, putem considera că fiecare POVM {EA} reprezintă o măasurăatoare generalizataă 9 4 9 * Dacă se știe că sistemul cuantic a fost pregătit în una dintre stările neorto- gonale |^i) si |^2), atunci nu există o măsurătoare generalizată {EA} care să ne permită să indicăm în ce stare a fost pregătit sistemul Admitând că ar exista o astfel de msurătoare {EA}, ar trebui ca fiecare rezultat A să indice una si numai una dintre stările |^1) si |^2) Dacă 81 este suma operatorilor Ea care corespund lui |^1), si 82 a celor care corespund lui |^2), atunci V |E1|^1> = 1 si WV) = 1 Deoarece 81 + 82 = I, din prima relatie rezultă că {V&2 ^1^/&2 ^1) = A01,82^1) = V, (I - E1)^1> = 0, si prin urmare avem vV| V = 0, ceea ce implică 82|^1) = 0 Utilizând descompunerea ortogonală (v pag 298-9) Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 305 obținem că (^2|E2\^2> = (1 - \{^1 \^2>\2)(^ÎL}• Deoarece (^jL\E1 \^jL) > 0 și \E2\^jL) > 0, din relația {^1 |E1 ) + =\ 0 si \ ^2)=\ 0^v+21, utilizam masuratoarea generalizată {E1 ,E2,E3}, unde 1 0 0\ , 1 E1 = 1 , E2 = 1 1 Wî I 0 2 2 2+2 n 2- 1 1 1 • E=«vd 1 V2-1 pentru a identifica starea în care a fost preparat sistemul Singurele rezultate care se pot obține în urma masuratorii sunt 1, 2 si 3 Daca sistemul a fost preparat în starea \ ^1), atunci se obtine: - rezultatul 1 cu probabilitatea p(1) = (^1 \ E1 \ ^1) = 0, - rezultatul 2 cu probabilitatea p(2) = (^1 \ E2 \ ^1) = , - rezultatul 3 cu probabilitatea p(3) = (^1 \ E3 \ ^1) = 1+^| 306 Elemente de Algebra Liniara Dacă sistemul a fost preparat în starea \fi2), atunci se obține: - rezultatul 1 cu probabilitatea p(1) = (^2\E1\^2) = , - rezultatul 2 cu probabilitatea p(2) = (fi2\E2\fi2) = 0, - rezultatul 3 cu probabilitatea p(3) = (^2\E3\fi2) = |+^| Prin urmare: - rezultatul 1 indica starea \^2), - rezultatul 2 indica starea \^1), - rezultatul 3 nu permite identificarea starii Informația oferita de masurâtoarea generalizata {E1, E2, E3} este mai bogata decat cea oferită de măsurătoarea ideala prezentata la pag 298-10 9 4 12 Exista argumente puternice în favoarea faptului ca o stare cuantică necunoscută nu poate fi clonată, adica nu se pot obtine copii identice ale ei (v (pag 532)) Este util sa obtinem cat mai multa informare cu ajutorul unei singure măsurători Exista masuratori care se pot face simultan (joint measurements, în engleza) De exemplu, daca {E1,El,E3,E4} este o masurâtoare generalizata, atunci {Ei = E1+E2, E| = E3+E4} si {Ei' = E1+E3, El = E2+E4} sunt si ele masuratori Efectuand masurâtoarea {E1 ,E2,E3,E4} putem considera că am facut simultam masurâtorile {E[,E|} si {E", E|z} 9 5 Sisteme compuse 9 5 1 Orice spatiu Hilbert d-dimensional H este izomorf cu Cd si poate fi privit ca fiind spatiul tuturor functiilor complexe definite pe o multime cu d elemente In loc de H putem utiliza spatiul Cd, privit ca fiind spatiul de functii {>p : {0,1, , d—1} —> C \ este functie } cu produsul scalar d-1 (v,fi = 52 ^(k) ^(k) k=0 Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 307 Sistemul de funcții {ă0, • ••, ăd-i}, unde dk : {0, !)•••) d—f}—> C, (j) = $kj = este bază ortonormată, numită baza computațională 9 5 2 Fiecarui element ă ECd îi corespunde forma liniara M : Cd ■ C : \^M(ă\# Scriind \k) în loc de dk si \ă) în loc de ă, avem (k\ă) = {6k ,ă) = ă(k), (kj = 6kj, Ș2|kXk\ =1 si k M =1M = E \kXkM = E ă(k) \k), kk (ă\ = M1 = E (k\ = Eă(k) M kk Dacă A : Cd —> Cd este operator liniar, atunci AMC0\ = -E si MC0\A = ă A # f daca j = k, 0 daca j = k 9 5 3 Daca A : Cd —> Cd este operator liniar, atunci A = IAI = £ \ j)(j \ A \ k)(k \ = £ Ak \j)(k \ • j,k j,k Numerele Ak = j\ A \ k) sunt elementele matricei lui A în baza {\ j)}, adica / A0 ■■■ Ad-i \ / (0 \ A \0) (0 \ A \ d — 1) \ Ad-i Ad-i d 1 A 0 d 1 A d 1 \ Ao Ad-1 / \ \d 1 \A \0? \d 1 \ A \ d f? / si tr A = £ Ak = £(k \ A \ *)• kk Operatorul liniar \ ă1Xă2\ : Cd > Cd : \ \ ăiXă2 \ corespunzător la două elemente ăbă2 E Cd, are urma tr \ ăi Xă2 \ = ^ (k \ ăi Xă2 \k) = ^ ăi(k) ă2 (k) = (ă2 \ ăi), kk 308 Elemente de Algebra Liniara adică avem |^1> C | este funcție } Si Cm cu spațiul de funcții {f : {0,1,m — 1} —> C | f este funcție }, atunci produsul tensorial C" O Cm poate fi privit ca fiind spațiul de funcții j 'I' : {0,1, ,n — 1} x {0,1, ,m — 1} —> C | este funcție } Printre elementele lui Cn O Cm se afla funcțiile de forma ^(j,k) = ^(j) f(k), notate cu O f, adica (g ° f)(j,k) = ) O f = a O f) = O (af), (^1+^2) O f == ^1O f+^2 O f, O (f 1 + f2) = O f1 + O f2 9 5 6 Relația (^1 O f1 ,^2 O f2> = (^1 ,^2) (f1 ,f2>, extinsa utilizand aditivitatea, adica Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 309 ( 5Z^j' ® ^jJ2^k ® ^k) = 52&j’^fc} ’^k \ j k / j,k definește un produs scalar în Cn ® Cm Cele nm elemente de forma ,/'k = / ® \k) formează o baza ortonormată în Cn ® Cm, numita baza computațională 9 5 7 în C2 ® C2, baza computationaia este {|00), |01), 110), 111)} Stările Bell |Bo> = - (|00) + |11», IM = - (|10) +101», |B2) = - (|10>-|01», |B3) = - (|00>-|11» formeaza o alta baza ortonormata cu proprietați remarcabile 9 5 8 Fiecarui element |^i)O|^i) GCn®Cm îi corespunde forma liniara Cn ®Cm este un operator liniar, atunci = 5Z \ij')(ij\Q\k^)(k^\ =$2 Qk£ \ij')(k£\, i,j,k,H i,j,k,£ unde = {ij\Q\k£) sunt elementele matricei lui q în raport cu baza {|jk)} 310 Elemente de Algebra Liniara 9 5 10 Matricea unui operator liniar q:C2®C2 —> C2®C2 în raport cu baza computațională {|00), |01), 110), 111)} ordonata lexicografic este / 0oo 0o° 0°o „oo 011 0oo 0o1 0?o „o1 011 0oo 0oo 0w „1o 011 \ 0oo 0o1 01o «11 011 / / \ \ / urmele ei partiale sunt matricele t ( Qoo 'Ai' \ V 0w 01? \ * \ «81 «81) A «11 «11) tr2 Q = A «oo 'a $ 001 0o1 ' ( -1"' tr o1 V 0?o 0?o \ \ 0?U / «10 tr \ \ 0oo 0o? 0o1 / «w tr[ ^1o tr 11 \ 0w 01° \ 011 / / Si tr (tr1 q) = tr q = tr (tr2 q) 9 5 11 Produsul tensorial a doi operatori A:Cn >C' si B: Cm este operatorul A ® B : Cn ® Cm —> Cn A Cm, definit prin rela'ia (A®B)( ) A (B^) Si extins folosind aditivitatea, adica (A® B ^2 Pj ® ^j = J2(a^j )® (B^j )■ jj Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 311 9 5 12 Exemple Avem (ai ® a2)|10> = (ai |1>)® (^210» = i |01>, (ai ®a2)(| 10> + |01)) = (ai ®CT2)|10) + (cti ®a2)|01> = i |01> - i 110>, (|iXj| ® |k)^D = ^(j) M \ik) 9 5 13 Din relațiile (kiMMM|®M|)(M®|X)) = MM MM MMM (M)MWiDMMM = MM MM |^i Wi) rezulta ca |^iMM)M| ® M| = |^i)M |®|MKM și prin urmare tr i(|^i MM )M |®M1) = M |^i ) |^i XM|, tr 2(|^i MM )(^21®(^21) = (X2 |Xi) |^i X^2|- în particular, avem MWl = Ifla'hxdflKI si tr 1 |ij)(M| = s'k |j)M’ |ij) C2 au în raport cu baza {|0), |1)} matricele A = ao ao a0 b0 Ă bi ) ’ atunci operatorul A®B : C2 ®C2 —> C2 ®C2 are matricea și tri(A ® B) = a0B a0B aȘB aiB a00b00 a00b0i a0b0 a0ib0i a00bi0 a00bii a0b0 a0i bii ai b0 a0b0 ai0b0i aib0 aib0 ai0bi0 ai0bii aib0 aibi } aib0 aib0 aii b0i aii bii a00b00 a00bi0 a00b0i a00bii = (tr A) B, A ® B = 312 Elemente de Algebra Liniara tr2(A ® B ) = a0b0 a0b1 a0b0 a0b0 A "0b! J tr a1b0 a?&0 a0&0 V a0&1 y a1ft0 a0b0 a0b0 a0b0 A a0b1 / tr a1b0 a1b0 a1bl A a1b1 = (tr B) A în particular, din ultimele două relații rezultă că tr2(A®B) ® tr1(A®B) = tr (A®B) A®B 9 5 15 în cazul unui operator liniar T: Cn ® Cm —> Cn ® Cm, o conditie necesara pentru a exista operatorii liniari A : Cn —> Cn astfel încat T = A ® B B : Cm —> Cm este ca (tr2 T) ® (tr 1 T) = (tr T) T 9 5 16 Un sistem compus din doua subsisteme cuantice A si B, descrise de spațiile Hilbert Cn si Cm, este descris de spatiul Hilbert Cn ® Cm Orice operator liniar A: Cn —>Cn referitor la sistemul cuantic A devine un operator liniar referitor la sistemul compus A&B prin identificarea cu A® Im Similar, orice operator B : Cm —> Cm referitor la sistemul cuantic B devine un operator referitor la sistemul compus A&B prin identificarea cu In ® B 9 5 17 O stare pura |W)GCn ® Cm a sistemului compus este numita stare separabilă (unentangled state, în engleza) daca există starile pure |^)GC" si |^)GCm astfel încat M în caz contrar, |W) este numita stare neseparabilă (entangled state, în engleza) 9 5 18 Starea |W) = |(|00) — |01) + 110) — |11)) GC2 ® C2 este separabila deoarece |W = 75(|0> + |1>) ® (|0) —11» Stările Bell sunt neseparabile Pentru ca fi0 sa fie separabilă, adică Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 313 -12(100) + |11» = (a|0)+Ș|1))o (a' |0)+ O» ar trebui ca a, Ș, a1, Ș' să verifice relațiile contradictorii aa' = = ȘȘ' si aȘ' = 0 = Șa' 9 5 19 Alegând o baza {|^i)} în Cn si o baza {\Șj)} în Cm, o stare pură |I) GCnoCm se poate reprezenta sub forma n-1 m-1 |I = £ £ iij |W)o|^j) i=0 j=0 Numarul / I00 i0m-1 \ r = rang in-10 in- 1m-1 / nu depinde de bazele alese si este numit rangul Schmidt al lui |I) El este 1 daca si numai dacă |I) este separabila Dacă |I) este neseparabila, rangul Schmidt poate fi considerat ca o masura a gradului de inseparabilitate în cazul starii Bell |B0) = — (|00) + 111)) G C2 O C2, rangul Schmidt este 9 5 20 Valorile medii a două observabile A:Cn —>Cn si B: Cm —>Cm în starea pură separabila |I) = |^)O|^) sunt A = o Am g v = MAM=tr(AMML , (9-4) (B) = (^O^Ino B|^>oW> = W\BW) = tr (B|VW|)- Se observa că (A) nu depinde de W), iar (B) nu depinde de | CnOCm și oricare ar fi operatorii autoadjuncți A:Cn —> Cn și B:Cm —> Cm, avem tr((AO1 )n) — W(AO1 )ij A1- VV A'i °j tr ((AO!m)Q) 2-^(A°1m)k£ Qij B B Ak °£ Qij i,j k,£ i,j k,£ = E Ak (tr2Q)k = tr (A tr2q) , i,k tr((1 O B)«) — W(1 O B)ij rW — W °i Bj rB tr ((1n OB)Q) B(1n OB)k£ Qij B L°k B£ Qij i,j k,£ i,j k,£ = E Bj (tri q) = tr (B tri q) , jd adica au loc relatiile tr ((A O Im)g) = tr(Atr2^), A:Cn —> Cn, oricare ar fi (9 5) tr((Ira O B)^) = tr(B tri^), B:Cm —> Cm Astfel, daca sistemul compus A&B este în starea q (pură sau mixta), atunci statistica masuratorilor efectuate asupra sistemului A se poate descrie folosind operatorul densitate redus qa = tr2^, iar statistica masurătorilor efectuate asupra sistemului B folosind operatorul densitate redus qb =tr1^ Operatorii densitate redusi tr2£:Cn Cn si tr^:Cm Cm sunt (v pag 189-9) singurii operatori liniari care satisfac relatiile (9 5) 9 5 22 Dacă |^o) si sunt vectori proprii ai operatorilor A:Cn —> Cn si B: Cm —> Cm corespunzători valorilor proprii a si b, adica A|^a) = a l^a), Bl^b) = b l^b), atunci |^a)O|^b) este un vector propriu al operatorului AoB corespunzator valorii proprii ab, adicăa (AOB)(|^a>®|^b» = ab (|^o'lO^b))- în particular, avem (AO Im)(|^a >O|^>) = a (|^a>®|^>), oricare ar fi |^)g Cm, (InoB)(|^)o|^bî) = b(|^)o|^b)), oricare ar fi | = 2 (| 10) —101)) = -2 (|1) O |0) - |0) O |1)) are proprietatea remarcabilă de a-si pastra, pana la un factor de fază, forma în urma trecerii la oricare alta baza ortonormată {|0Z(, |1Z(} Scriind |0'> = a |0) + b |1), m = c |0>+d |i> matricea de trecere c a U= bd este unitara, și prin urmare, \ad — bc| \/del U det U* ^det(UU*) ^del I2 = 1 Deoarece elementul ^(|1')O|0')-|0')O|1')) = (ad - bc) ‘ (|1)0|0)-|0)0|1)) Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 317 din C20C2 diferă de |fi2) doar prin factorul (ad — bc) cu \ad — bc| = 1, ambii descriu aceeași stare Pentru |fi2) se obține descompunerea Schmidt = -1= IV’o) + l^i\^i) alegand bazele ortonormate: {|^o) = —(|0> + 11», |^i) = —(|0> — |1»} pentru primul sistem, j) = —(|0> — 11>), |^i) = —2(|0> + 11>)} pentru al doilea sistem In particular, se observa că rangul Schmidt al lui |fi2) este r = 2, adica gradul de inseparabilitate al starii |fi2) este maxim 9 5 25 Daca qa : Cn —> Cn si QB :Cm —> Cm sunt operatori densitate, atunci qa 0 qb : Cn 0 Cm > Cn 0 Cm este operator densitate si QA = tr2(£A 0£B), Qb =tri(^A 0 £B) Dacă sistemul compus A&B se afla în starea qa 0 qb, atunci oricare ar fi observabilele A: Cn —> C" si B: Cm —> Cm, avem (A) = tr ((A0 Im)(oA0qb)) = tr (Aqa) (B) = tr ((In0 B)(qa0qb)) = tr (Bqb) In particular, (A) nu depinde de pB, si (B) nu depinde de qa 9 5 26 Dacă qA, ^A: Cn ■ Cn si ^B, qB : Cm —^ Cm sunt operatori densitate si P1, p2, ■■■, Pk este o distribufie de probabilitate, adica k Pi,P2, ,Pk G si J^Pj = 1, j=i atunci k q = Pj j 0QB j=i este operator densitate si k k tr2Q = ^2 Pj j triQ = 52 Pj QB j=i j=i 318 Elemente de Algebra Liniara Dacă sistemul compus A&B se află în starea q, atunci oricare ar fi observabilele A: Cn —> Cn și B: Cm —> Cm, avem (A) =tr(A tr2^) si (B) =tr(B tr1^), adica (A) nu depinde de cB, qb, ^B, si (B) nu depinde de qa, qa, qa 9 5 27 O stare mixtă q:CnoCm CnoCm a sistemului compus A&B este numita stare separabila (unentangled state, în engleza) daca exista operatorii densitate Si, QA, , qa :Cn Cn, gB, qB :Cm Cm si o distribuție de probabilitate p1, p2, , pk astfel încat k Q = Pj QA 0 j j=1 în caz contrar, q este numita stare neseparabila (entangled state, în engleza) 9 5 28 Alegand o baza {|w)} în Cn si o baza {|^j)} în Cm, o stare pură |I) a sistemului compus se poate reprezenta sub forma n-1 m— 1 |I = £ £ iij |w >ofe) i=0 j=0 Conform teoremei de descompunere a lui Schmidt (v pag 191-16), bazele {|^i)} si {|^j)} se pot alege astfel încat sa obținem descompunerea r—1 I = ^1“ Wi}o\^i} cu Iii G (0, to) i=0 Daca sistemul compus este în starea pură |I), atunci operatorii densitate care descriu staările celor douaă subsisteme r—1 QA = tr2 |!> Cn exista o stare pura |^) G CnoCn astfel încat qa = tf2|^> j obținem n tr2M(W\ =tr2£ VPjPk Wj}®\^j\ = Pj\^j^j\=qA- j,k j=1 9 5 30 Daca subsistemele A si B ale unui sistem compus se afla la distanta unul fața de celalalt, singurele măsuratori realizabile experimental sunt cele locale, adica referitoare fie la A, fie la B Astfel operatorii implicati sunt de forma AoIm sau InoB Plecând de la descompunerea spectrala ' = \ 0X0 \-\ 1X1 \ a observabilei a3 obtinem ca a3 oI2 are descompunerea spectrala V 3 OI2 = \ 0X0\ OI2 - \ 1X1 \ OI2• în cazul unui sistem compus din doi qubiti, aflat în starea neseparabila \ 62) = fiĂ( \ 10) — \ 01)), masurand observabila a3oI2 se pot obtine: - rezultatul 1 cu probabilitatea P(1) = (62 | ( | 0)(° \ o I2 ) | 62 ) = 2, - rezultatul -1 cu probabilitatea P(—1) = (62 \ ( \ 1)(1 \ o I2) \ 62) = 2 • Dupaă maăsurăatoare starea sistemului compus este starea separabilăa ( \ 0x0 \ o i2 ) \ fi2 ] P(1) 320 Elemente de Algebra Liniara în cazul obținerii rezultatului 1 și starea separabilă (|1> , |B1> = (ai ® I )|6o), |B2} = (a2 ® I )|Bo>, |B3> = (a3 ® I )|Bo} 9 5 32 Codificarea superdensă Primind un sistem clasic cu doar doua stari posibile, 0 si 1, putem deduce daca starea lui este 0 sau 1, adica obținem un bit de informatie Primind un sistem cuantic cu spatiu Hilbert bidimensional (qubit), în general, prin masurâtori nu putem extrage mai multa informatie decat în cazul clasic (v pag 301-18 si pag 306-12) în situatii speciale însă, se poate transmite cu ajutorul unui qubit echivalentul a doi biti Consideram un sistem cuantic compus din doi qubiți aflat în starea Bell fio cu qubitii A si B la distanta unul fata de celalalt Admitem că Alice are la dispozitie qubitul A, iar Bob qubitul B si ca Alice doreste să-i transmită lui Bob unul dintre mesajele 00, 01, 10 , 11, sau echivalent, mesajul k, unde k este unul dintre numerele 0, 1, 2, 3 Alice aplica qubitului avut la dispozitie transformarea ak si apoi îl trimite lui Bob Având la dispozitie ambii qubiti, Bob maăsoaraă observabila O = 0 |fio> ) Alice efectueaza asupra sistemului de doi qubiti avut la dispozitie masurâtoarea observabilei O = 0 \fioX6o\ + 1 \6iX6i\ + 2 \fi2Xfi2\ + 3 \B3XB3\ lucru echivalent cu masurarea în cazul sistemului de trei qubiti a observabilei O OI2 = 0\fio)(fio\Ol2 + 1 \61)(61 \O I2 + 2 \fi2> = —2, (A1B2) = (B2I03® (03 - O1 )|fi2> = 2• Se constata ca (A1B1) + (A2B1) + (A2B2) - (A1B2) = 2s/2 > 2, adica, inegalitatea lui Bell este violata Deoarece relatia (A1B1) + (A2B1) + (A2B2) - (A1B2) = 2V2 324 Elemente de Algebra Liniara este confirmată experimental, trebuie să admitem că cel puțin una dintre ipotezele, aparent rezonabile, utilizate pentru deducerea inegalitații lui Bell nu este satisfăcuta în cazul sistemelor cuantice Starile neseparabile ofera ceva inexistent în fizica clasică Ele reprezinta o importanta resursa, amplu exploatata în teoria cuantica a informației (v pag 320-32, pag 321-34 si ) 9 6 9 6 1 9 6 2 9 6 3 Evoluția în timp a stării unui sistem cuantic Pentru orice sistem cuantic izolat există un operator autoadjunct H, numit hamiltonianul sistemului, astfel încat evoluția în timp a starii sistemului este descrisăa de ecuațtia i = H* dt numita ecua,ția Schrodinger Daca H nu depinde de timp, prin calcul direct, se constata că ^(q,t) = e-i(t-t0 )H ^(q,to) verifica ecuatia Schrodinger si deci descrie evolutia stării sistemului în functie de starea la momentul t0 Operatorul e-i(t-to)H, numit operator de evoluție, este un operator unitar (e-i(t-to )H^+ e-i(t-to)H = ei(t-to)H * e-i(t-)H = I Daca w0 este o funcție proprie a hamiltonianului sistemului H= Eo i o și dacă la momentul t0 starea sistemului este descrisa de w0 ^(q,to) = ^o(q), atunci starea sistemului nu variaza în timp ^(q,t) = e-i(t-to H ^o(q) = e-i(t-to )Eo ^o(q) Functiile proprii ale hamiltonianului descriu stări staționare ale sistemului Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 325 9 6 4 în cazul unui qubit cu hamiltonianul H : C —> C, H = vai = w(|0> +11>) si |-> = ^(|0)-ID) Utilizand reprezentarea spectrala H = v|+)(+|-v|-)(-| obtinem ca e—i(t—to)H =e iw(t—to )|+)(+| + e iw (t—10 )|-)(-1 — i e—iw(t—io) = 2 e (1 1) + 2e iw(t—to) 1 -1 (1 - 1) cosv(t-t0) —i sinv(t-t0) —i sin v(t—10) cos v(t—t0) în reprezentare matriceala, plecand de la forma diagonală -v v 0 0 obțtinem / \ (e—i(t—to )w 0 \ / — — e—i(t—to)H E2 V2 \ I e 0 II U2 E2 \ M 0 ei(t—I I i —i 22 e 22 326 Elemente de Algebra Liniara e-i(t-to// = adică reobținem că cos w(t—t0) -isin w(t—10) —isin w(t—10) cos w(t—10) 9 6 5 Starea la un moment t0 determină complet evoluția în timp a stării sistemului Se admite ca pentru fiecare t G R exista un operator unitar U(t, t0) astfel încat ^(q,t) = U(t,t0) ^(q,t0), pentru orice evolutie posibila ^(q,t) a starii sistemului cuantic considerat Produsul scalar a doua solufii ale ecuației Schrodinger nu variaza în timp = Doua stări ortogonale la un moment t0 răman ortogonale la orice alt moment Impunand ca ^(q, t) sa verifice ecuația Schrodinger, obținem ecuația idU (t,t0) = HU (t,t0) (9 6) Operatorii de evolutie verifică relatiile U(t,t0)= I ți U(t,t0) = U(t,ti) U(ti,t0) 9 6 6 Sțtim căa orice operator unitar este diagonalizabil țsi căa valorile lui proprii sunt unimodulare, adică de forma eiĂ, cu A G R Exista o transformare unitara S astfel încat / eiĂ1 0 eiĂ2 0 0 0 U (t,t0) = S* S 0 0 eiĂd / Din aceastăa relațtie rezultăa căa U (t,t0) = eiA(t,to), unde A(t, t0) este operatorul autoadjunct / A(t,t0) = S * A1 0 • • 0 \ 0 A2 • • 0 0 0 • • Ad ) S Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 327 Operatorul unitar U(t, to) verifică ecuația (9 6) și condiția U(to,to) = I dacă ) = -H și A(to,to) = 0 In cazul în care H nu depinde de timp, reobtinem U (t,to) = e-i(t-to)H 9 6 7 Spatiul stărilor unei particule care se mișca de-a lungul unei drepte este L2(R) = R(q), (9 7) iar impulsul este descris de operatorul unde d^ p'F = -i dq (9 8) 9 6 8 Legatura dintre variabilele complementare q si p se poate exprima cu ajutorul transformară Fourier FM(P)= e—ipq^(q) dq v 2n J— Deoarece în cazul unei functii G L2(R) avem limq^±^> ^(q) = 0, integrând prin părti, obtinem relația F l—i(p) = f~ e—iP«— (q) dq = /—p e—ipq^(q) dq = p F[^](p) care se mai poate scrie f p = q f sau ^ = F—1 q F (9 9) 9 6 9 în starea cuantică descrisa de functia normata ^, numărul f b / |^(q)|2 dq J a reprezinta probabilitatea de a gasi particula în intervalul [a, b], f b / |Fm(p)|2 dp a 328 Elemente de Algebra Liniara probabilitatea ca impulsul particulei să aparțină intervalului [a, b], iar (q) = ț^,q^) si (p) = reprezinta valorile medii ale coordonatei si impulsului în starea 9 6 10 Descrierea evolutiei în timp a starii sistemului se reduce la gasirea hamilto-nianului H si rezolvarea ecuatiei Schrodinger în general, H este de forma p2 1 d2 H = — + V (q,t) = + V (q,t) 2m 2m dq2 unde m este masa particulei iar V(q,t) este energia potențială Ecuatia Schrodinger este o ecuație diferențiala de ordinul al doilea 1 d2^ TZ/ , i^7 = —ă— "ST + V (q,t)^ dt 2m dq2 în cazul în care H nu depinde de timp, starile staționare ^„(q,t) = e-itEn 'I'„ (q) corespund funcțtiilor proprii ale hamiltonianului 1 d2 77 ~2 + V (q)^n = En 'Ez 2m dq2 iar evolutia în timp a starii sistemului este descrisa de functia oc ^(q,t) = Ș2 Cn e-itEn^n(q) cu coeficienții cn determinati de condiția ca ^(q,t) să coincida cu o stare data, la un moment fixat 9 6 11 O versiune foarte simplificată a sistemului cuantic prezentat se obtine admitand căa pentru particula consideratăa numaărul de pozițtii care se pot distinge este finit Admitem ca numarul pozițiilor ce pot fi distinse, d = 2s + 1, este impar si utilizam inelul Zd = Z/dZ al întregilor modulo d ca model matematic pentru descrierea lor Alegand {—s, —s + 1, ,s — 1,s} ca o multime de reprezentanti ‘standard’ pentru elementele lui Zd, starile sistemului cuantic considerat sunt descrise de spațtiul de funcțtii ^2(Zd) = {r: : {—s, —s + 1, , s — 1, s} —> C | este functie }, care considerat împreuna cu produsul scalar Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 329 s (^1,^2) = 52 (n) ^2(n) n=-s este un spatiu Hilbert d-dimensional, izomorf cu spatiul Hilbert standard Cd Spunem despre o funcție G £2 (Zd) ca este normata daca s = a 52 |^(n)|2 = 1 \ n=-s Oricărei funcții neidentic nule îi corespunde funcția normată Ț]^;yȚ 9 6 12 Asociem coordonatei operatorul (a se vedea (9 7)) Q : k2(Zd) —> k2(Zd), (Q^)(n) = n^(n), iar impulsului operatorul (a se vedea (9 9)) P : t2(Zd) —> ^2(Zd), P = F-1QF = F*QF, unde F este transformarea Fourier finita 1 s t2(Zd) £2(Zd~) ' F[ C, Vm(n) — dacă n = m, dacaă n=m 9 6 15 9 6 16 este funcție proprie a operatorului coordonată Q iar functia Vm = F-1[V m], adicaă Vm • { — s, — s + 1, , s — 1, s} >• C, Vm (k) = - mfc d este functie proprie a operatorului impuls P P^m = F -1QF F -1[Vm] = mF -1[Vm] = m^m- în starea particula se afla în punctul m |Vm(n) |2 1 dacă 0 daca n = m, n = m, dar impulsul ei este complet nedeterminat 21 d’ |F [^m ](n)|2 = ~Ue d mn Vn G{ —s, —s + 1, ,s — 1,s} Similar, în starea Vm impulsul are valoarea m |F [Vm](n)|2 = |Vm(n)|2 1 daca n = m, 0 dacă n = m, dar poziția particulei este complet nedeterminata |'0m(n)|2 = Scriind |n) e mn d 21 d’ Vn G{—s, —s+1, , s —1, s} în loc de avem F = ii £ e-kn |k)("| v n=-s F" = T73 £ e'-1- |k)(n| v n=-s Q P 1 0 QVm = m^m, în loc de și |n) = £ n|n)(n|, n=-s = £ n|n){n|, n=-s Sistemele de functii proprii {|n}} si {|n}} ale lui Q si P Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 331 Q\n) = P |n) = n|n) sunt baze ortonormate în ^2(Zd) s (n \ m) = 1 daca n=m 52 \ n^n \ =1 n=-s țsi 0 daca n=m s (n \ m) = 1 dacă n=m 52 \ n^^n \ =1 n=-s țsi 0 daca n=m Deoarece {n\0) = (F* ,0) = 0 ,F ) = {n\F ), orice element \0) E£2(Zd) se poate scrie sub forma s s 0 = 52 \nXn0 = 52 0(n) \n^’ n=-s n=-s unde funcția 0: { —s, —s + 1, ,s — 1,s} —> C, 0(n) = (n\0) este \0) în reprezentarea coordonatelor si sub forma s s 0 =52 \n^n\0^ 52 F (n) \n n=-s n=-s unde functia F : {—s, —s + 1, ,s —1,s} —> C, F (n) = (n\0) este \ 0) în reprezentarea impulsurilor 9 6 17 Evolutia în timp a starii sistemului cu hamiltonianul dependent de timp H : t2(Zd) —> t2(Zd), H = P2 + 0cos(wt) Q, 2 M poate fi analizata rezolvand ecuatia Schrodinger 1 ă=H * cu ajutorul programului MATHEMATICA In Fig 9 2, 9 3, 9 4 prezentam evolutia în timp a distribuției de probabilitate \ *(n, t) \ 2 privind localizarea particulei în cazul în care la momentul t = 0, 332 Elemente de Algebră Liniară ty(n, 0) = 1 dacă n=—3, 0 dacă n^—3, adică particula se află in punctul n = —3 In partea de jos a Fig 9 2, 9 3, 9 4 prezentăm evoluția distribuției de probabilitate 1(A:, t) |2 referitoare la impulsul particulei Se observă că la momentul t = 0 impulsul este complet nedeterminat, toate valorile posibile fiind egal probabile |T(», 0)|2 1 0 0 4 0 2 |F(W, 0)|2 0 05 1 0 04 1 0 03 1 0 02 1 0 01 i k Figura 9 2: Distribuția de probabilitate privind poziția particulei și distribuția de probabilitate privind impulsul particulei la momentul t = 0 9 6 18 MATHEMATICA: Programul utilizat pentru a obține Fig 9 2, 9 3, 9 4 time =0; mu = 100; beta = 2; omega =7; d = 21; s = (d- l)/2 T[n , m ] := N[(l/d ) Sum[k Exp , fk, 1, d}]] H[n , m , t ] := (1/(2 mu)) Sum[ T[n, k] T[k, m], fk, 1, d}] + beta n Cos[omega t] DiscreteDelta[n - m] eqns = {Table[psi[n]’[t] == Sum[- I H[n, m, t] psi[m][t], {m, 1, d}], {n, 1, d}], psi == 1, Table[psi[n] == 0, Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 333 ni2 time=l -10 -5 u 5 10 I^CW, Dl2 0 25 - 0 20 - 0 15 - time=l ț 0 10 - 0 05 - Figura 9 3: Distribuția de probabilitate privind poziția particulei și distribuția de probabilitate privind impulsul particulei la momentul t = 1 {n, 1, 7}], Table[psi[n] == 0, {n, 9, d}]} ndsolve = NDSolve[eqns, Table[psi[n], {n, d}] , {t, 10}] Psi = Normalize[Table[Evaluate[Abs[psi[n][time]] / ndsolve] [ ] , {n, 1, d}]] ListPlot[Table[{n - s - 1, Psi[[n]]"2}, {n, 1, d}] , Filling -> Axis, AxesOrigin -> {0, 0}, PlotRange -> AII, PlotLegends -> Placed["time=0", {0 25, 0 5}], AxesLabel -> {n, Abs[\[CapitalPsi] [n, 0]]~2}] FPsi[k ] := N[(l/Sqrt[d]) Sum[Exp Psi[[n]], {n, 1, d}]] ListPlot[Table[{n - s - 1, Abs[FPsi[n]]~2}, {n, 1, d}] , Filling -> Axis, AxesOrigin -> {0, 0}, PlotRange -> AII, PlotLegends -> Placed["time=0", {0 25, 0 5}], AspectRatio -> 0 2, AxesLabel -> {k, Abs[F[\[CapitalPsi]] [k, 0]]~2}] 334 Elemente de Algebră Liniară l«», 5)|2 5>i2 0 4 - 0 3 - Figura 9 4: Distribuția de probabilitate privind poziția particulei și distribuția de probabilitate privind impulsul particulei la momentul t = 5 9 6 19 Mulțimea {—s, —s + 1, ,s —l,s} este spațiul configurațiilor sistemului iar {-s, -s+1, ,s-l,s}x {-s, -s+1, ,s-l,s} poate fi privită ca fiind spațiul fazelor Funcția, Wigner discretă VF : {—s, — s + 1, , s — 1, s} x {—s, — s + 1, , s — 1, s } —>• +, definită prin W(n, m) = - e^rmk ^(n — fc) + fc), k=—s poate fi utilizată in locul funcției de undă Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 335 : {—s, —s + 1,s — 1, s} —> C Descrierea alternativă bazată pe utilizarea funcției Wigner oferă anumite avantaje atat în efectuarea unor calcule cat si în interpretarea formalismului matematic 9 7 Versiuni finit-dimensionale ale oscilatorului armonic 9 7 1 Utilizand relatia (9 9), adică p = F 1 q F, hamiltonianul oscilatorului armonic TT 1 2 1 2 H = - p2 + - q2 = se mai poate scrie sub forma H = 1 F-1q2 F + 2 q2 sau 1 d2 1 2 W + 2 q H = 2 p2 + 2 Fp2F-1 9 7 2 Operatorul Hi : F2(Zrf) ■ F2(Zrf), Hi =1F -1Q2F + 2 Q2, 9 7 3 unde Q este operatorul coordonata si F este transformarea Fourier finită = n^(n), 1 s E d n=—s este hamiltonianul unei versiuni finit-dimensionale a oscilatorului armonic El este Fourier invariant, adică verifica relata FH1 = H1F echivalentă cu F-1H1F = H1 F [ F2(Zd), (P2 ^)(n) = — [^(n+1) — 2^(n) + ^(n — 1)] este o versiune fint-dimensională a operatorului differențial p2 = — , iar 1 2 (Q^)(n) e 336 Elemente de Algebra Liniara H : ^2(Zd) ^2(Zd), H2 = 1P2 + |FP2F-1, este hamiltonianul unui oscilator finit, Fourier invariant și cu valori proprii nedegenerate Din relatia H2^ = X'f =^ H2(F^) = F (H2^) = X(F^) rezulta ca funcțiile proprii ale lui H2 sunt în acelasi timp funcții proprii ale lui F Funcțiile proprii normate h0, h1, , h2s ale lui H2, considerate în ordinea crescatoare a numarului alternanțelor de semn, se numesc funcții Harper Ele formeaza o bază ortonormata în ^2(Z^) si are loc relatia 2s F |h„ )(hn | n=0 utilizata pentru a defini transformarea Fourier fracționara 2s Fa V |hnXhn| n=0 9 7 4 Daca a se afla într-o vecinatate suficient de mica a lui 1, atunci operatorii H1 a = 1 F-aQ2Fa + 1 Q2 si H2 a = 1 P2 + 1 FaP2F-a reprezintăa versiuni deformate ale oscilatorilor H1 țsi H2 9 7 5 Utilizand starile coerente standard (v pag 123-10), hamiltonianul oscilatorului armonic se poate scrie sub forma 1 1 f f f p2 q2\ H = -2 + 2n // dqdP\T + T ) R2 Deoarece frame-urile {|a, P)}sa &= s si {|a, P))}sa @= s reprezinta versiuni finte ale sistemului de stari coerente standard, operatorii (v pag 182-10) H3 = - 2 + d I — + — |a,P )\a,P b a,Ș=-s tt 1 | 1 (a2 | fi2 \ l,- , /□\\//z-v /3| h4 = - 2 + d + ~ |a,P ))\\a,P | a,fi=-s ' ' sunt hamiltonienii unor versiuni finite ale oscilatorului armonic Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 337 9 7 6 Când dimensiunea d = 2s + 1 crește, valorile proprii ale operatorilor H1, H2, H3, H4 au tendinta de a deveni echidistante (v Fig 9 5), iar functiile proprii de a semana cu functiile proprii Hermite-Gauss ale oscilatorului armonic H 25 20 15 10 5 0 H3 H Figura 9 5: Valorile proprii ale operatorului H3 (în cazul d = 21) si ale lui H 338 Elemente de Algebra Liniara Bibliografie I Armeanu, Analiza Funcțională, Editura Universității din București, 1998 S Barnett, Quantum Information, Oxford University Press, 2009 R J Beerends, H G ter Morsche, J C van den Berg, E M van de Vrie, Fourier and Laplace Transforms, Cambridge University Press, 2003 D Beklemichev, Cours de Geometrie Analytique et d'Algebre Lineaire, Editions Mir, Moscou, 1988 V Brînzanescu, O Stanasila, Matematici Speciale Teorie, Exemple, Aplicatii, Editura ALL EDUCAȚIONAL S A , 1998 Liviu-Adrian Cotfas, A finite-dimensional quantum model for the stock market, Physica A 392 (2013) 371-380 Nicolae Cotfas and Daniela Dragoman, Properties of finite Gaussians and the discrete-continuous transition, J Phys A: Math Theor 45 (2012) 425305 Nicolae Cotfas and Daniela Dragoman, Finite oscillator obtained through finite frame quantization, J Phys A: Math Theor 46 (2013) 355301 Nicolae Cotfas and Jean-Pierre Gazeau, Finite tight frames and some applica-tions, J Phys A: Math Theor 43 (2010) 193001 N Cotfas, J -P Gazeau and A Vourdas, Finite-dimensional Hilbert space and frame quantization, J Phys A: Math Theor 44 (2011) 175303 N Cotfas si L -A Cotfas, Elemente de Analiza Matematică, Editura Universități din Bucuresti, 2010 339 340 Elemente de Algebra Liniara N Cotfas și L -A Cotfas, Complemente de Matematica I, Editura Universității din București, 2012 N Cotfas și L -A Cotfas, Hypergeometric type operators and their supersym-metric partners, J Math Phys 52 (2011) 052101 J -P Gazeau, Coherent States in Quantum Physics, Wiley-VCH, Berlin, 2009 S J Gustafson and I M Sigal, Mathematical Concepts of Quantum Mechanics, Springer, Berlin, 2011 P Hamburg, P Mocanu si N Negoescu, Analiza Matematica (Functii complexe), Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1982 G Jaeger, Quantum Information, Springer Science & Business Media, 2007 J F James, A Student's Guide to Fourier Transforms: With Applications in Physics and Engineering, Cambridge University Press, 2011 L V Kantorovich, G P Akilov, Analiza Funcțională, Editura Stiin(ifica si Enciclopedica, Bucuresti, 1986 M L Mehta, 1987 Eigenvalues and eigenvectors of the finite Fourier transform, J Math Phys 28 (1987) 781 A Messiah, Quantum Mechanics, vol I, North-Holland, Amsterdam, 1961 W Miller, Jr , Lie Theory and Special Functions, Academic Press, New York, 1968 G Mocica , Probleme de Functii Speciale, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1988 M Naimark, A Stern, Theorie des Representations des Groupes, Editions Mir, Moscou, 1979 C Nastăsescu, C Nita, C Vraciu, Bazele Algebrei, vol I, Editura Academiei, Bucuresti, 1986 Sisteme cuantice cu spațiu Hilbert finit-dimensional 341 M A Nielsen, I L Chuang, Quantum Computation and Quantum Information, Cambridge University Press, 2000 A F Nikiforov, S K Suslov, and V B Uvarov, Classical Orthogonal Polyno-mials of a Discrete Variable Springer-Verlag, Berlin, 1991 A Perelomov, Generalized Coherent States and Their Applications , Springer, Berlin, 1986 D Petz, Quantum Information Theory and Quantum Statistics, Springer, 2008 M -E Piticu, M Vraciu, C Timofte, G Pop, Ecuații Diferențiale Culegere de Probleme, Editura Universitari Bucuresti, 1995 I L Popescu, I Armeanu, D Blideanu, N Cotfas si I Șandru, Probleme de Analiza Complexă, Editura Tehnica, Bucuresti, 1995 R Richtmyer, Principles of Advanced Mathematical Physics, Springer-Verlag, 1978 M Ruzzi, Jacobi 0-functions and discrete Fourier transform, J Math Phys 47 (2006) 063507 J D Talman, Special Functions A Group Theoretical Approach, Benjamin, New York, 1968 C Teleman, M Teleman, Elemente de teoria grupurilor cu aplicații în topologie și fizica, Editura Științifică, Bucuresti, 1973 C Udriste, C Radu, C Dicu, O Malancioiu, Algebră, Geometrie si Ecuafii Diferentiale, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1982 N Ja Vilenkin, Fonctions Speciales et Theorie de la Representation des Groupes, Dunod, Paris, 1969 N J Vilenkin and A U Klimyk, Special Functions and Integral Transforms, Kluwer Academic, Dordrecht, 1992 V S Vladimirov, Ecuafiile Fizicii Matematice, Editura Stiin(ifica si Enciclo-pedicaă, Bucuresti, 1980 342 Elemente de Algebra Liniara V Vladimirov, Distributions en Physique Mathematique , Editions MIR, Moscou, 1979 V S Vladimirov si alții, Culegere de Probleme de Ecuațiile Fizicii Matematice, Editura Științifca si Enciclopedica , Bucuresti, 1981 A Vourdas, Quantum systems with finite Hilbert space, Rep Prog Phys 67 (2004) 267-320 E T Whittaker and G N Watson, Cambridge Mathematical Library: A Course of Modern Analysis, Cambridge University Press, Cambridge, 2000 